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а содонавлаври 1 т, втораго р пздаваемаго ною, ‚Руковолетва, 
тиви сферической › леометрёи и ‚сферической, трионометрии, я „дер- 
жалея тойлже’ системв, на которую, указалъ ‚въ, предподори БЪ тригоно- 
‘метро прямолинейной. и о АНИ 

Назначая это руководетво для начинающих я ` предпочел, иитезиеъ 
‘анализу, и, ‘сохраняя, строгую систему,, вездЁ, гдЪ, только, ‚може | б ло, 
-етаралея переходить сотъ легкаго къ.трудному, отъ, проетаго, ‚къ сложному, 
-отъ чаетнаго’ къ. общему: вотъ причина, по, которой. я ‚почедь позезныйт, 
-какъ. и. въ ‘прямолинейной тригонометрии, начать съ, ‚ триугодьниковъ ‚сери- 
ческихь‚ прямоугольныхь и. потомъ уже „перейти къ рошенио триутольни- 
ковъ сферическихъ косвенноугольныхъ. 

Учашеся, которые желали бы ознакомиться съ изящнымъ аналитичес- 
вимЪ способомъ Эйлера— выводить всф необходимыя уравнен!я сферической 
тригонометрии изъ одного главнаго, найдутъ этотъ епособъ въ слёдетвяхъ 
и прибавленяхъ къ главнымъ теоремамъ главы ПП; тамъ же помфщены 
замфчательнфйш!я усовершенетвованя и упрощешя этого способа, пред- 
ложенныя Лагранжемъ, Дедамбройъ и Лежандромъ. 

При рёшеши триугольниковъ по нелогариомическимь Фхормуламъ, или 
помощю вепомогательныхь угловъ, а также при изслёдовани общихь Фор- 
мулъ для рьшен!я сомвительныхь случаевъ, я часто прибфгаль къ пре- 
мамъ грахическимъ и къ наглядному объясненю помощшо чертежа. Въ 
этомъ случаБ я не могъ не сознать справедливости словъ Лагранжа, кото- 
рый говорить, что иногда самыя элементарныя построешя могутъ служить 
къ поясненио весьма сложныхъ аналитическихь Формулъ. „„Гауо!$ зо 
— говорить онъ — 4е геуемг [гедиемтет аих со егайотз ботёи1- 
41ез, Чие ]е сгойз 165-ргоргез & Чоппег ай абешеле 4е 1а {огсе её 4е 1а 
пе(е{6‘°. 

`Въ параллель съ обще-принятыми способами вычиеленя, какъ триу- 
гольниковъ, такъ и нелогариемическихь Формулъ, я счаталь полезнымъ 
ознакомить учащихся съ примфнешемъ ы аусовыхь догариемовъ сумме 
и разностей. ` 

Къ каждому отдёлу приложено мною по нфекольку задачъ, какъ для 
упражневя въ вычиелешяхъ, тавъ и для самостоятельныхь теоретичес- 
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2) Выводъ главнЪйшихъ общихъ Формулъ для рещешя косвенноуголь- 
ныхъ схерическихъ триугольниковъ. .... . . . . 38—38. 
3) Обращене главныхь нелогариемическихь Формуль въ логарио- 
мичесыя. . в НЕ .. $9. 
$ 5. 1) Численные примфры для ршеня различныхь ‘случаевъ сферичес- 
БИХЬ  Триугольников ст о > . 49 — 58. 
2) Частные случаи рёшеня косвенноугольныхь сферическихь , триу- 
ТОВ 58 — 00. 
$ 6. РАзвОРЪ СОМНИТЕЛЬНЫХЪ СЛУЧАЕВЪ ПРИ РЬШЕВН!И СФЕРИЧЕС- 
КИХЪ ТРИУГОЛЬНИКОВЪ. 
1) 'Изелфдоваше помощю чертежа. о. о. пи2 60 — 63. 
2) Аналитическое изеледоваше‘сомнительныхь ‘елучаевъ. 1163 |-— 165. 
$ 9. Задачи, рёшеше которыхь оеновано на ‘сферической тригономе- 
три. ть о Е ВВ 
| 'ПРИБАВЛЕНЯ, 1.. Вычислен!е окружности’ ‘малаго ‘круга. по ‘окружности 
большаго круга шара. Опредфлеше длины градуса параллели земнаго шара, 
по геограхической широт$’ мБета. | 
2. ЗАДАЧА ЛЕЖАНДРА. Рьшеше сферическаго триугольника, ко- 
тораго три стороны весьма малы” въ `сравнеши ‘еъ7радуеомъ шара. 


9 Таблица главнЪйшихъ Формулъ сферической тригонометрии. 
; , } НВ \ ОИ 
. ИТОЧ . 


НАЧАЛЬНЫЯ ОСНОВАНИЯ 
‚ (ФЕРИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ М ТРИРООМЕТРЮ. 
ГЛАВА 1. 


Брать очерк еферической геометрии. 


$ 4. 


4) ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЙ СВАдЕНЯ. Круз мара, оси, полюсы. (*) Изъ 
геометрм уже извЪстно, что: 1. Всякое съчене шара плоскостио 
есть кругъ; если сфчеше проходить черезъ центръ шара, ‘то 
кругь называется большимъ или великимъ; малымъ кругомъ 
шара называется такой, съчеше котораго, проходить не черезъ 
центръ ‘шара. Окружности большихъ круговъ. пересвкаются 
взаимно на двЪ равныя Части. Круги шара. которыхъ плоеко- 
сти параллельны, называются параллельными кругами. 

Прямая РР' (черт. 1), проходящая черезъ центръ шара, и 


(#). Поверхность шара, а также свойства соерическихъ Фигуръ, составленныхъ 
дугами большихъ и малыхъ круговъ, еще съ древнъйшихъ временъ были предме- 
томъ изслвдованя знаменитыхъ геометровъ. На поверхности шара древн!е стара- 
лись рьшить построенемъ нФкоторые вопросы, относяццеся до астрономи. 

Гиппархе Никейскёй, или Родосскй, (потому: что въ этомъ городв онъ началъ 
свои астрономичестя изысканйя), живний 160 г. — 125 г. до Р. Х., паписалъ 12 
книгь о хорда; книги Эти не дошли до насъ: объ нихъ упоминаеть Оеонё Алдек- 
сандр?иск?и. Систематическое изложен1е схерической геометр1и, оставленное @годо- 
сем5, современникомъ Цицерона (схерика @еодос1я Триполйскаго, около 60, т. Ко 
Р. Х), заключаеть въ себЪ древнёйния, ‘извфетныя намъ изыскавя по этому пред- 
мету. Въ Ш книгф этого сочинея находятся предложен1я до того затруднявшя 
превнихъ геометровъ, что Папе почелъ необходимымъ написать къ ней ком- 
ментари. Замфчалельны также изыская, предложенныя Менелаемб (въ конц 1-го 
слолфля по Р. Х.). Полнёйшее изъ древнихьъ сочиненйЙ по этому предмету, Апаа- 
реве (Великая книга) Птоломея (около 140 1. по Р. Х), должно быть отнесено къ 
схерической тригонометр!и. Птоломей, какъ полагаютъ, заимствоваль многое изъ 
книгь Гиппарха. Сеерика пдревнихъ была значительно пополнена трудами новЪй- 
шихъ геометровъ: ''еты, Шнелмуса Жирара, Декселя и Ейлера: ‚ 

“ 1 


а 


перпендикулярная къ плоскоети ЕЁ круга ‘шара, называется 
осью этого круга шара. Концы ови Р, Р’ называются полюсами. 


Изъ этихъ опредвлевй понятно: что каждый изъ полюсовъ на- 
ходится на равномъ разетояви отъ вефхъ точекъ окружности; 


дуги РС’, РО! большихъ круговъ, соединяюциая полюсъ съ ка- 
кою либо точкою окружности, ‘равны между собою; дуги РС.РВ 
большихъ круговЪ, | 'вдединяющия! полюбь еъ’ точками С, О дру- 
гаго большаго круга, равны 90°. 2. Ось круга шара. удовхетво- 
ряетъ сяфдующимь ‘пяти убловыямть: а) проходит ‘черезь центръ 
© круга шара, Ь) черезъ центръ шара, ©) черезъ оба полюса и 
4) находится на прямой, перпендикулярной къ плоскости; елвдо- 
вательно если два изъ этихъ условй существуютъ, то необхо- 
димосужествують и‹остальныя-триу такьунаирим.: а) прямая, 
‚ проходящая черезъ центръ круга шара и черезъ центръ шара, 
пройдетъ и черезъь оба полюса и будетъ перпендикулярна ‘къ 
плоскости этого круга шара, Ь) прямая, соединяющая центръ 
шара ©Ъ однимь’‘изъьполюсовъ; ‘пройдет’ через центр круга 
шара ‘и’ ‘будеть ‘периендикулярна ‘къ’ плоскости‘ этого ‘круга. 
3: Большой круг СР» шара, проходящий черезъ полюсъ Р’дру= 
гаго‘ большаго ‘круга“АВ;’ перпендикуляренъь къ’этому ‘второму 
кругу; и ‘обратно; всяк!” большой: кругъ, СЪ; ‘перпендикулярный 
кз ‘другому кругу’АВ; рН черезъ полюбъ Р’этого ‘поелЪ- 
дняго! пруга: и. 

Примъчате: ‘\Построеше’ утловъ ‘и’ пернендикуляровъ па по- 
верхиоети ‘шара; а также двлене ‘дугъ и схеричеескихъ утловъ по- 
поламъ. проведеше дугъ перпендикулярныхъ -къ другимъ дугамъ 
и проч. производится какъ и въ планиметрии: Такъ ‘как въ 
схерической геометр1и и въ соерической тригонометри ’разёма- 
триваютея преимущественно Фигуры. состояция изъ дугь  боль- 
иших” круговъ шара; то мы’ и обратимъ особенное ‘внимане ‘на 
задачи: и теоремы, относяналея къ этимъ кругам. 

„ Задача. „Данной душ большаго круа шара отыскать полюсё 
ы ю: 1). м 

'Рьшене. `ПолюсъР ‘дуги АВ. даннаго большаго круга. тта- 
ра можеть быть отысканъ слфдующимъ образомъ: 

‘а Иомощио. пересфченя двухъ дугь.СР, ОР большаго кру- 
га’ шара, перпендикулярныхь къ данной дуг, и’ возставленныхь 
изъ точекъ С.0, разетояние между которыми ‘не равно’ '180>. 

.5) Помощию пересъченя двухъ дугъ СР, ПР. большаго. кру- 
ха Е шара, изъ которыхъ каждая ‘равна. 905, и. которыя описаны 


И. 0 


изъ ‘точекь С; №, У ой вк на, растоянии ‘боль= 
шемъ’ или меньшемь 180 по недн 96 нем итоон 
76)“ Шомощио’ дуги большато: круга метр, пернендикуляр-' 
ной къ данной дуг АВ, если отъ основашя С, по НИ 
СР. отложимъ: дугу въ 90°. 171910 УЖ зима #4 | 
'2') 6 СФЕРИЧЕСКОМЪ УГЛВ: и закабченньий ны дати ани 
большие круговг, называется ‘вферическимг.“ Точка ‘встрьчи 
большихто крузово позываетое НО ея ‚а вамыя` ОЛ 
сторонами его. и ‚А! х 
ТИОРЕМА 4: о ‚ лаву 
НА ма ‚40 ВО Ч пар але 
„ Сферическй, уюла. равенб: узлу ‹ паклоненя, плоскостей ею. 
сторонз, а потому измьряется плосвима уьюмо емутофвтстыв 
ствующиме, или, дугою больицио, вруза диара, заключ елною_ теж- 
ду. ею ‚сторонами, и. описанною изг ео вершины, кака полюса: 
Доказательство. > "Такъ. хакъ, дуги РС РО. большихь Ра 
(черт., у. лежать на, плоскостяхъ РСР’.. "РО даннаго. „ двугран- 
наго, угла, СРРЬ, ‚и имЪють, одинакое, направлеше ‚съ, касатель.., 
ными къ нимъ проведенными, то понятно. что, сферический уголь 
СРО равенъ углу наклонен!я плоскостей СРи ОР’, саъдователь- 
но имфеть м$5рою плосый уголь.Со), соотвЪтствуюцщий дву- 
гранному углу при ребръ РР’. Но плосый уголь Со) измъ- 
ряется дугою СО, содержимою ‘между’ сторонами, даннаго” сфёри- 
ческаго, угла..и описанною изъ верщины „Р» кавъ полюса. 
Примтчающе 1. Схеричесве углы. смотря п0 плоевимь” уге 
чамъ имъ соотвётствующимь, раздфлаются на РНЕ острые 
п тупые. ЭЕ > 99 | Сов 9006 
Примтч. э. Из доказанной нами теоремы видно, что сФе- 
ричёске углы ‘могуть” быть ’'еравниваемы между‘ собою’ ‘помощю 
плоских ‘углов имъ! ‘соотв ебтвующихь ‘а потому къ’ Уарич: 
угламъ могуть быть ‘иримфнены доказанныя въ `илёниметр!й/ тез 
оремыо'’‘суммЪ двухь или” ибеколькихъ о аЩЬ 
имфющихь общую. вершину, & также-объ) ор ое 
ныхъ ’при’вернтин$, и проч./ РУО: «тавензгодом 
3) о ФЕРИЧЕСКИХЬ ТРИУТОЛЬНИКАХ. Часть’ ово би щей `еб- 
держимая въ трехъ дугахъ большихъ круговъ, называется сфе- 
рическии триузольникомо. `Дугиобольшихъ‘вруговъ, воставляю- 
иця триугольнивъ, называются ‚сторонами: ‘его. Триутольникъу 
въ которомъ есть прямой: ‘уголъ;пназывается 'ирямоуюльныигу 
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триугольникъ, въ которомъ есть сторона. равная четверти окруж- 
ности, или 90°, называется четвертным. Триугольникъ; въ 
которомъ нЪтъ ни прямаго в ни дуги въ 90° ‚ называется 
косвенноуюльнымо. 

4) ВЗАИМНАЯ СВЯЗЬ МЕЖДУ СФЕРИЧЕСКИМЪ ТРИУГОЛЬНИКОМЪ И ТРЕГРАВВЫМЬ 
УГЛОМЪ, ЕМУ СООтВеТСТВУЮЩиМЬ. Если вершину 0 треграннаго угла 
ОДВС примемъ за центръ (черт. 2)`и произвольнымъ радгусомъ 
опишемъ шаровую поверхноеть, переезкающую ребра этого угла 
въ точкахъ А, В, С, а грани — въ дугахъ АВ, АС, ВС, то. на 
поверхности шара составится схеричесый триугольникъь АВС. 
Углы этого триугольника будуть ‘воотвётствовать двуграннымъ 
угламъ-при ребрахъь ОА, ОВ, ОС, а стороны АВ = с, ВС —а, 
АС —=Ъ будуть соотвЪтствовать  плоскимъ ‘угламь АОВ, ВОС, 
АОС даннаго треграннаго угла. 

5) ОПРЕДЗЛЕНЕ СФЕРИЧЕСНОЙ ТРАГОНОМЕТРИ. Соерическая тригономе- 
-трая имЪетъ цю по достаточному числу данныхъ въ триуголь- 
никЪ опредзлять или вычислять остальны 

Зная взаимную связь между треграннымь табы. и соери- 
ческимъ триугольникомъ, ему соотввтетвующимь, нетрудно до- 
казать слвдуюция теоремы: 

Я 
_ ТВОРЕША 2. | ‹ 


Во всякомё сферическомх триулольникь: 
1. Сумма всякихх двухо сторон больше третьей. т.е. 
— АВ +- — АС > ВС. 


2. Сумма трехс сторон меньше окружности круга’ или 
360°, т. е. — АВ -- — АС -{ > ВС < 36°. 


‚Доказат. на 1-ое Во.веякомъ|  Доказат. на 2-ое.. Во вся-- 


трегранномъ угль (черт. 2) комъ трегранномъ угл (черт. 2) 
2 А0В-- 2 А0С > ВОС, |А0В - ВОС -{ АОС < 44; 

но уг. А0В =— АВ, выфсто равныхъ подставивъ рав- 
уг. 40С = `— АС, уг.В0С—=—ВС,|ныя, получимъ 
подставивъ, получимъ —АВ----ВС-Ы-АС < 360°. .. 


—АВ---АС> — ВС. з 
Примли. 'Веф свойства, которыя въ’ слЪдующихь теоремахъ 

будуть нами выведены для схерическихъ триугольниковъ; ' могутъ 

быть отнесены и къ треграннымъ’ угламъ, | 


ИМ, 
ТЕОРЕМА 3. 


‚ Если вершины угловъ А, В, С даннаго соер. триугольника 
примемъ за полюсы и опишемъ дуги большихъ круговъ, то. че- 
резъ пересфчеше этихъ дугъ составится новый схеричесвй три- 
угольникъ А’В'С', полярный данному (черт. 3). 

Главныя и подярныхь триугольниковь состоять въ 
слздующемъ: 
1) Если вершины 14065 дерив суть полюсы ду вторало, 
то и обратно вершины. углов5 вторазо суть полюсы 0415 первазо. 
2) Уюлз одного вмъеть сё. противолежащею ему стороною 
друазо составляютз 180°. 
Доказательство`на 1. Точка Весть. полюсъ дуги. А’С', слЪд. 
— А/В = 90°; точка С есть также полюсъ дуги А’В', слвдоват, 
`—.А’С — 90°, а потому точка А’, отстоящая отъ двухъ) точекъ 
Ви С на 90°, есть полюсъ дуги ВС. Такимъ же образомъ до- 
кажемъ, что и. остальныя вершины В'.и С’ соотв тетвенно суть 
полюсы дугъ АС и АВ. 
Доказательство. на 2. Продолживъ дуги АВ, АС. до о 
ченя ихъ съ дугою В'С’ въ точкахъ 0, Е, 
ан -—/ ВЕ = 90° |. Но. какъ ДА = ОЕ, 
Об: 90 [ини ВИС! ва 
сёл: — ВЕ, — ВС! ==180°,| то и получимъ 
откуда — ОЕ-- — В’С' = 180°.] ДА а =480°; 
Также. докажемъ, что. В -НЬ' = 180°, Сс" = 180°.. 
Продолживъ дугу ВС до пересвченая ея съ дугами А’В!, А!С 
въ точкахъ Е, С, подобнымъ же образомъ докажемъ, что. 
А' -{- а —= 1807; | | В 
‚ Сльдствве 1.`Вовсякомв ‚сферическом триуольникь сумме 
треха узлов боле `180°, и мене '540°. Г 
Доказательство.`‹ Данному схерическому приумиьнику АВС 
начертивъ полярный А!В’С! (черт. 3), а 
получимъ А-а =180°.) Слёд. сумма, угл. ГАИ 
В-Ы =480°.| АВС < 540°., 5 т 
Са = 180° 
А--В-ЕС-На'- Ь' | с, = 540°. 
Ноа НЫ < 3605, 
отнимая, получимъ А -|- В Е С> 180°. 
Примъчане. Поэтому схерическй триугольникъ можеть 
имЪть одинъ прямой утолъ, или одинз тупой, два прямых», я 


ВЕ ВУ 


ла (триугольникъ двухтирямоугдльный, Бтесту[е), или два ту- 
пыхъ; также три прямыхъ (триугольникъ ее 
итеситИ@е), или’три тупыхъ. а 

Сльдстве 2.’ Во веякома. сферическом триузольникть, `избы- 
токо суммы двуха у1ло0вб пред. третьизиз _ менъе 180°. 

Доказательство. СдЪлавъ тоже `поетрбеше, какъ и въ 1-мъ 
сльдетви, изъ В А ГА’ВИС" ‘получимъ аи > с, 
вмсто а’, |, ©' подставивъ 180° — А, ИИ -В, 180° ©, полу- 
чим АВ — С аи а 


ТЕОРЕМА 4. ` 


_ Два сферичесве’ триуюльника, намериенпые` на том ее иа- 
ро; или на равныо’ варатг, равны: | 

1. Кода имтютб ‘по ен 9, содеровимму в5 сторо- 
нахо’ равныс порознь. и 

2. Козда импюте по ‘равной ‘сторонь.” я Кё’ ея 
равным порознь. 

78. 'Кода‘три а ‘одною’ зави не м Рина: 
з0 порознь; Г ахя н 

4. Кода-три рла сомто равны тремз угламг друито ‘порознь. 

Первые три случая доказываются какъ иовъ геометрии на 
плоскости, четвертый же блучай, неё имъюний- мета въ пря- 
молинейной 160метри, доказывается елвдующимь образомь: 

Доказат.' па Я ‘случ: "Даннымъ  триугольникамь” начертивъ 
полярные (черт: 14); и; по’ предыдущей теорем соотвьтетвенно 
обозначая стороны‘и ‘углы; получимъ' хр 


А -- 4 = 2 прям. слёд. А БЕЕ = С рер, 
Аааа примуи соиа’нотому Бучер эр, ЧЕ. ЕВЕ Е". 
Аа=А-е м Нов № 299 эрв ооо вто 
но А че Аи о сможрэрРни Вэ умоннвЙ. 0, Эа № 
слвд. @ = 4. ежвдв) аланов м 
Е же докажу, ‘что реа же’докажу, Что 

Е тнем Омь. 


Примъи. Если стороны и уг ‘одного 'яриуфольника, авны 
сторонамъ и угламъ другаго порознь, но ‘равный’ величины рае 
положены не одинакимъ лов то таке "приугольники не мо- 

к 


пуд 11 
| А 


<) Предзагавить учащимся, доказоть эту тоорену бог, помощи "позарвыхь ‘три- 
угольниковъ. а 


ВИ 


суть быть одинъ, на’друтой налагаемы, ‘и называются симетри- 


ческимуи. р \ 


Симетрически. равные. триузольники площадями равны... 
Доказат. Около данныхь триугольниковь АВС, ас описавъ 
малые круги (черт. 5, № 1), и соединивъ полюсы этихъ круговъ 
съ вершинами данныхъ триугольниковъ, получимъ, что каждый 
изъ данныхъ триугольниковъ раздфлится на равнобедренные ее- 
ричееве триутольники, которые могутъ быть наложены одинъ на 
другой: такъ С АОС =. Д аос, 
С АОВ —= Даю и © ВОС = А юе, слдовательно из. 
АОВ --. ВОС -- СОА = аоь - Ъое -Е соа, или 
А АВС — Даъе. 
Если полюсы малыхъ’круговъ будутъ аси вн дан- 
ныхь триугольниковъ (черт. 5, №2), то получим, 
АОВ -- ВОС — А0С = а и Бос. — аос, 
откуда. А-АВС. = О. а: | 


` ТЕОРЕМА. 5. 


ТЕОРЕША 6. * 

Во. всяком сферическоме триугольникь АВС. : 1) равнимь. 
сторонам а ис противолежате равные „углы... А и, 

и обратно, 2) равным узлам А и С противолежата` равныя 
стороны, а, 620 цеизол ки АМ ув 

Доказате. на 1-е. Е пополамъ уголь В, ‘заключен- 
ный между равными сторонами (черт. 6), получимъ равные три- 
угольники АВО и ОВС, въ которыхъ уг. А = ут. С. 

Доказат. на`2-е.` Пуеть' В` = С, товорю; что 6 = 

Данному и начертивъ полярный ОЕР (черт. с ‚№2), 


В+" = Св нов Ее, 
но В =; притомъ Е = Ё, ы 
елёд. ВЧ ‘слвд. = Е 
а потому = Е; и | 
А Пон, о: ооо ном 


изо о 
0 


Во’ всякомг сферическомг триуюольникь: 1) ббльшему уу. 


ВОГ 


противолежситз ббльшая сторона; 2) и обратно.’ ббльшей сто- 
ронь противолежитг ббльшй угол. 

Доказат. на 1-е. Пусть уг В>уг. А, говорю, чтоь > а. 
На сторонЪ АВ, прилежащей даннымъ угламъ (черт. 7, № 1); при 
вершин бдльшаго угла В, построивь ( ВВА = С ВАВ, по- 
лучимь АБ = ОВ; но ВО + ОС» ВС; подетавивъ, найдемъ, что 

АБ -- БС > ВС, 
или АС > ВС. 
Доказат. на 2-е. Пусть АВ > АС, говорю, что С > В. 
Данному триугольнику начертиит, подирвый БЕЕ, получимъ 


(черт. 7, № 2). 


е | Е = 2 прам. но ГЕ С = 2 прям. 
Ь { Е = 2 прям. и е В = 2 прам. 
енЕ=Ь-Е; ГС =е-+ В; 
#0’: >В 1, 
слзд. Г < В, а потому и < е; сазд. С > В. 


Прибавлеше. Предлагаемъь учащимся доказать слфдующя 
свойства сферическихъ триугольниковъ: 

1. Во всякомг прамоуюльном сферическом: 'триуюольникь 
каждый изо косвенныхо уро одинакё (*) со стороною ему 
противолежащею, и обратно’ 

2. Если сумма двухо сторонз сферинескаго триуюльника 
равна, болъе или мене '180°. ‘то и сумма угловг, противоле- 
жащихь ‘этим сторонам. соотвътственно равна, болюе или 


менте`180°, и обратно. 

Примтчи. Мы не предлагаемъ синтетическаго доказательства теоремъ 
иззоженныхъ въ прибавлен1и, потому что свойства эти могутъ быть весьма 
легко выведены какъ Я изъ общихъ Формуль сферической ие. 
три. 


105Ъ ИЗМФРЕНТИ ПОВЕРХНОСТЕЙ СФЕРИЧЕСКИХЬ ФИГУРЗ. 


(34:9. р) . | { 
Часть поверхности шара, содержимая между ‘тремя дутами 


большихъ круговъ.. пересекающихся по двъ, навываетея поверт- 
ностёю сферическаю триугольника. " 

Мьрою поверхности соерическихъ хигуръ принимаютъ или 
повертность сферическаю трехс прямоугольнаю триугольника, 


(=) Уголъ и сторона называютса одинаки.ии если какъ уголъ, такъ и сторона 
одновременно меньше 90°, или каждая изъ величинъ равна 90°, или каждая больше 
90°. Въ противномъ же случа величины эти называются относительно неодинаки.ни. 


и 


составляющая 8-ю часть пов. шара (октантъ, мапе игеса8е); 
или зрадусь сферической поверхности, т. е. такой сх. триуголь- 
никъ, у котораго дв стороны ‘каждая по 90°, а третья равна 
одному‘ градусу 6. кр. шара (*); или наконецъь однорадусный 
сферичесьй двусторонникс, т. е. такой двусторонникъ, котораго 
каждая сторона ‘равна ей а уголь межку ними ВЪ ` ОДИНЪ 
градусъ. (**) 

Въ геометр1и уже доказано было, что пов. сфер. двусторон- 
ника относится кг пов. шара. какг утол двусторонника кг 360°, 
или како дуа 0. кра, измиряющая сф. уюл двусторонника, 
относится кз окружности 6. кра; поэтому, обозначивъ черезъ 
Р поверхн. шара, а черезъь А сфер, уголъ двусторонника, полу- 


чимъ, что пов. вх. двусторон. А = 365" Р; но какьР = 4 пт 
` ? 


360° —=2т, то, при г = 1, пов. двуст. А = 2 А;т. е. поверхн. 
двусторонника имъет5 двойное число зрадусовг, заключающихся 
в5 дуть ею измъряющей. | я 

Примьчаще. Два противоположные сферичесые двусторон= 
ника САЕВС и’СЕЕОС (черт. 7), & е. имъюпие по равному 
углу С, третьимъ большимъ кругом АВРЕ разевкаются каж- 
дый на два триугольника, которые взаимно равны по два, & 
именно А АЕВ —  РСЕ, ^^ АВС = СД БЕЕ. 

Доказат. — ЕВС —= < ВСЕ и —Ж АС = -—АСБ. } отиммая, 

— ВС =-ВС и -—АС —=<- АС [получ. 


| — ЕВ = СЕ о -ЕА = С 
притомъ сх. уг. АЕВ = со. уг. ЕСО, слзд. А АЕВ = А ЕСЬ, 
также докажемъ, что‘и С АСВ = Д ЕР. 

ТЕОРЕМА $. Поверхность сферическао триуюольника относится 
кб повертности тара какс избыток суммы третд уловг три- 
уольника безг 150° относится кг 720°. 

Доказат. Продолживъ стороны даннаго триугольника АВС 
до цзаыхь окружностей, получимъ, что окружиоети эти вторич- 
но пересфкутея въ точкахъ О, Е; Е. Обозначивъ черезъ Р 
поверхность шара, получимъ ар 7) | 


(С) . Такихъ градусовъ въ поверхностн шара 720. 
(**") Такихъ двусторонниковъ въ пов. шара 360, 


Е. 


99 Ко 
п, с. двуст, ВАЕСВ —= ао АВС о АСЕ — ЕР 55 3605. Слагая, 


В 
п. со. двуст. АВОСА — С АВС С ВОС = -Р 3605 360° | МоЖу- 


Чон 
п. со. двуст. САЕВС —= С АВС О ЕСО —=Р 3605. | ЧИМЪ, 


АВЕ) 
ЗОАВО-- О АВС +0 АСЕ ОВОС -- О ВОрР[ “ЧА 


360° 
во АВС -- С АСЕ -- 2 ВОС + 6 ЕС = $ Р, сли. 
2 В АВО ФР = ры чаи 
АВЕ [АВ+о ы , —_ т 
наконець А.АВС —=Р |= и ри - () 
`` Слюдетвее, Извзетно, что пов. шара Р = 720 гр. с®. пов. 
откуда, 4: град. ‘сх. пов. ИЕ ты . ва 


`В Ве аРА -В 6 

т. е. поверхн. с. триугольника заключаетъ въ себв столько 
градусовъ бе. пов. Сколько находится ‘обыкновенныхь, градусовъ 
въ суммЪ угловЪ сх. триугольника безъ 180°. 

`’’Величина А В. 0 — 180° — : называется ‘сферииес- 
кимб ‘избытком триудлольника. 

Численные 'примтры.. 1. Найти) пов. сх/О_АВС, щи 
м1 5 65°, ВЕ 4250; С--=4. 

` Рьш. Шо отысканнымь Формуламъ найдем | 
С АВС — 65° -- 125° | 140° — 180° — 150. \ Гр. ©Фг пов.; 
относя къ цой поверхности шара. получимъ о 0. й эх 

| ыы = ий т.е. Саво пов. Шар 

относя, КЪ трехпрямоугольному, триугольнику т а % 


О АВЬс 0450 5. [95 0 


п о вот, ОВО 


(*) Теорема эта принадлежитъ Альберту *Жирару (АЪ. ‘С1гаг@); мы доказали 
ее основываясь на способъ, предложенномъ математикомъ Кавазтери (СауаЦек)). 

Подробное изложене соеричёеной фе МОЖНО. найти въ ‚ соерик» Зенша и 
въ тригонометрии РЙе14егег. Чат хвои . 


Приньро 2: Даны А = 43°20'; В'— 79 |; (=82534/ 26; 
опредвлить пов. сх. триугольника.. 

Ри: Схер. избыт. АВЕС 1805—0545, Р= пов. шар. 

50125?.4/ 5" 90245 
С АВС == ТОВ р = 5595000] Р = 0,034817 Р. 

ТЕОРЕМА 9. Ловержность сферическало мнооулольника равна’ ‘изя 
бытпу суммы веъаб улловс мноюуюольника. предг 180 столько 
раз взятыми. сколько. вз мноюурольникь сторон безг двухд. 

Доказат. ’Всяк многоугольникъ дахоналями, проведенны- 
ми изъ вершины одного изъ угловъ, раздЪляется на столько 
триугольниковь, сколько въ многоугольник сторонъ безъ двухъ; 
слёдовательно, есди въ многоугольникВ п сторонъ, то триуголь- 


никовъ будееъ п — 2 (черт. 8). 


Но ^ АВС = а + В - в — 180° | слагая,. 
О АС = аа е’— 10» [| получимъ 
ПТ — аа’ ой Е — 180 


и. т. д. 
ее сФ. мн. ` АВСОЕ — = [$ — 180°. (и —_2)] ==, 
гдв $ ебть сумма всвхЪ’ угловъ многоугольника, а п число ‘ето= 


ронъ ето, 
Величина ‚= называется. сферическимг. избытком5  мноюу- 


зольника. 
$2. 

СФЕРИЧЕСКАЯ ТРИГОНОМЕТРИЯ. 

ткоркны, относлюдяся къ вычислению прямоу. 
гольных СФЕРИЧЕСКИХ тризгольникову. 

‚ЩР ‚й 

1). Число возможняхь СЛУЧАЕВ ПРИ РЪШЕНИ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ» (ФЕРИЧЕСКИТЬ 

ТРЕУГОДЬНИКОвЪ (*).  Обозначая. черезъ., А. прямой. уголь схериче» 

скаго ‘триугольника, “а ‘черейъ ‘4 ‘типотенузу; ^ получим; (что 

пять величинъ а,“Ъ, с, В, С, будучи взяты Но три, дають 
Быбиз 

оно то 


че + > 


= 10 различныхъ соединешй: ас, аЪВ, ‚авс, авВ, 


$ 


О 1) Изъ сочиненй Птоломея 0 рьшени триузольниковь видно, что древне 
рёшали ихъ помощно <0р05. Если наприм. черезъ А, В, С назовемъ углы прямо- | 
динейнаго, ‚триугольнике въ круг вписаннаго, & черезъ а, Ъ, с его стороны, иди 
хорды, то хорды эти будуть. соотьЪтбтвовать кугамъ, изивряющимь „двойные ды, 
2А, 2в, 20; сльдовательно получимъ. 


ИЕ НИЯ 


асС, аВС, №еВ, ьеС, ЪВС, сВС. Но, при вычисленш триуголь- 
никовъ, случай асВ рёшается по твмъ же Формуламъ какъ и 
аЪС, также асС и аЪВ, С и ЪВ. и ВС и ЪВС, такъ что 
совершенно различныхъ случаевъ при ршенши прямоугольныхъ 
схерическихъ триугольниковъ можетъ быть неболье шести, а 
именно: 


Данныя № Искомыя 
у о а. в. © 
П. а, Ь; ен. © 
Ш а , 2246, > В; 
ТУ. а; >В; Е С 
У 5. В в: = 
УТ. ВО; МЕХ 


а: Ь — хорд. 24 : хорд. 2В..... (1), т. е. стороны триуюльника отно- 
сятся между собою как5 хорды двеойныхб у:40в5 имз противолежащихе. Если 
бы, напримвръ, по двумъ сторонамъ а, Ь триугольника и по углу А требовалось 
отыскать уголъ В, то удвоивъ уголь А, отыскали бы по таблицамъ хорду дуги 2А. 
Въ, пропорци (г) будутъ извфетны три члена, по которымъ отыщемъ четвертый, 
„т. е. хорду дуги 2В. Зная хорду, найдемъ по таблицамъ величину 2В, & слдоват. 
и уголь В. 

Поелв рб иь изыскан!й древнихъ въ сферикт, исторя сферической 
тригонометреи находится въ твеной связи съ исторею тризонометрзи прлмойц- 
нейной. 

2) Введен!е синусови, вмвсто хордъ, приписываютъ аравитянину. Маломете- 
Бен5-Музу, или другому, еще болзе извЪстному арав!йскому математику Гебер5- 
Бенв- Афла (въ ХТ вк). Примънеше таненсов5 къ р®шенНо, триугольниковъ 
должно было еще болъе облегчить и ‘упростить вычисленя. 

Преобразователемъ соерической тригонометр!и должно, по справидливости, по- 
честь `Реёомонтана: ‘имъ’ составлены (около: половины ХУ в$ка) таблицы «триго- 
нометрическихъ. ли нь каядый градусъ и минуту для первой четверти, при раду- 
сз — 1000000. у 

Написанное имъ сочинене о триугольникахь (въ 5 книгахъ) содержитъ въ себ® 
похробное изложен!е прямолинейной и соерической тригонометри: тутъ собраны 
были почти вс извъетные тогда’ синтетическе пруемы для рёшенйя, триугольниковъ; 

3) Значительное измънене въ этой наук должно было произойти. отьпримъне- 
н1я логариемовъ, введенныхъ Непероиз (1614 г) и а Е къ вычиеле- 
нно Бризомб (1624 г.). { 

Эйлер. показаль способъ аналитически выводить вс необходимыя уравнейя 
соерической тригонометр1и изъ одного главнаго, и, такимъ образомъ, привелъ науку 
къ меньшему числу началъ (Мёт. 4е ВегИп 1153, р. 233; Асёа Реёгоро. 1778.Т). 
Тригонометр:я, изложенная по системв Эйлера, съ небольшими измзнешями пом%- 
щена въ курсв Лакроа, Дальнфйшими усовершенствованями своими `сверическая 
тригонометр1я обязана трудамъ “азранжа (Зоптп. 4е "ес. Ро\уё., саШег 6, р. 
280), Деламбра (Азгоп. раг Рейатьге, Т. Т),. Чежанора, (бов. у Каньёли, Бер. 
трана, Дивера, ад и другихъ. | Я 
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Выводъ Формуль овквьях сочи для каждаго. изъ этихъ 
случаевъ основанъ на слвдующихъ теоремахъ: 


ТЕОРЕМА 1 


Во всякоме Молмбуннено жа сферическома триуюльникъ ко- 
синусз тотенузы равен произведеню косинусовг двух прочите 
сторонг, т. е. (03 а = (03 ВБ. (оз с. 

Доказательство. Вершины А, В, С даннаго триугольника 
соединивъ съ центромъ О шара, получимъ трегранный. уголь 
ОАВС (черт. 9). Изъ вершины С одного изъ косвенныхъ угловъ 
на ребра ОА и ОВ опустивъ перпедникуляры СО, СЕ, и. про- 
ведя ОЕ получимъучто уг. ЕО есть прямой, слЪд. уг. СЕ) есть 
плоскЙ, воотвтевуюций двугранному при ребрз ОВ, и потому 
служить мфрою серич. углу СВА. Помощио этого построен1я 

`’получимъ четыре прямоугольные ‘триугольника СРО, СОЕ.. СЕО 
и ВЕО. Но ОБ = (0$ ОС = С% 5; ОЕ = С СОЕ = С а, 
притомъ въ триугольникз БОЕ уголъ ВОЕ = 

Изъ тогоже триугольника получаемь — 

Со а 
(95 Ь. ? 

откуда Соз а = (0$ Б. (оз е. 

Примви. 1. Хотя теорема и по чертежу, доказана для 
прямоугольнаго триугольника, въ ‘которомъ каждая изъ сторонъ 
менЪе 90°; но справедживоеть этого вывода не трудно доказать 
и для веда другихъ случаевъ. ›_ д 

Примтъи. 2. Изельдуя уравнене_ Со5 а = (0$ Ь. (08 с, нахо- 
димъ, что (0$ а будетъ положительнымь, когда (0$ Би (08 с съ 
одинакими знаками, и (0$ а будетъ отрицательнымъ, если (оз Ь 
и (05 © съ разными, знаками, т.е. 


« 


ОЕ 
Соз. БОЕ = ор › и С0$ с = 


Соз’а 608 В. 605 в. 


Отсюда получаемъ, что в0 всяком прямоуюльном5 сфериче- 
ском5 триузольникт зипотенуза К ко1да оба катета оди- 
наки, т.. г. оба болъе, или оба менте ‘90°; и итотенуза >. 90°, 
кода оба катета неодинаки. т. е. одинъ изъ нихъ р друг $ 


2: 9: 


<. 90°, и обратно. '`Наконецъ\еели` одна ‘из и р. или с 


равна 90°, то и итотенуза = 90°; 
1 Примпи. 3, Во всякомъ п прямоугольнонь сферическомъ триу- 


| гольник число сторонъ больших 90° необходимо должно быть 
четное. ® 


ТЕОРЕМА 9. 


Во всякомз прямоузольнома ‘сферическомв триуюльникт сц- 
нусё однозо изв острыхеа угловх равен синуеу стороны про- 
тиволеожащей этому уу, ‚раздъленному на синуса илоте- 

_ Эа. 
Иа 

’” Доказательство. Изъ. плоскаго прямоугозьваго Ронни 

СЕО (черт. 9) получим» 


нузы, т.е} Эш Ве 


С 

Зш СЕР = ве” у но | ея СО = 5 ы СЕ = а, 

| ь 

ствдовательно Э10'8: — ой ! 
Эш а. 
Изсльдовавше полученной ` Формулы. 
©: 1:8. 

4. Такъ какъ СИ В всердайколжень быть р Чо. и 3 4 


т. е. Что синусб стороны не можете т болье синуса зипо- 
тенузы. Отсюда, если сторона и гипотенуза, въ первой четверти, 
то сторона должна, быть менфе гипотенузы; если же сторона и 
типотенуза во второй. четверти, то необходимо, чтобы сторона 

была боле гипотенузы. (о. 
ь Наконець, если Ь :# 90°, но. а 2. 90°, то а С ь < 180°, 
‚если Ь ой 90°, ‚а те 90°, то а Е Ь> 180°. 


АНИ бт ь 
2. Изъ оо же Формулы получаемъ, что’ Эта == а В 


но какъ Эш а всегда 7% 1, то для возможности рьшешя необ- 


ходимо, чтобы синусё стороны быле не |” а узла ей 
проиамаюоинио, | 


у 


У. ди: 
_ Формулы, показывающуя, взаимную, связь между остальными 
частями сферическаго прямоугольнаго, триугодьника, могутъ быть 
легко выведены или ‚ помощию, подобныхъ же, геометрических 


м 


построен, для каждаго частнахо случая. особенно, или изъ об- 
щихь. Формулъ. . схерическихъ триугольниковъ (что. и будетъ 
объяснено въ слёдующихъ 5 $); чаще же ‚всего правила ‚эти 
предлагаются въ двухъ миемонических теоремах Непера, ‘упро- 
щенное доказатещьство которыхъ, — основанное, на свойствахъ 
сферическао пятиулольника, — мы здЪсь и. пррриаемег 


СФЕРИЧЕСКИЙ патУтОлЬНИЕЗ. \ \ 


Теорвмлд. Если продолжимъ стороны прямоугольнаго сое- 
рическаго триугольника, (см. политип.) и, взявъ вершины угловъ 
при гипотенузв, за полюсы, опишемъ дуги великих круговъ, 
то. черезъ пересвчеше этихъ дугь съ продолженными сторона- 
ми прямаго угла, составится соерическй пятиугольникъ (кото- 
рый мы назовемъ полярнымъ данному прямоугольному схериче- 
скому. триутольнику); главныя свойства этого пятиугольника, со- 
стоятЪъ въ слёдующемъ: 

1) На каждой сторон пятиугольника, ‚ ВСНЛЕ чрезъ продол- 
жеше двухъ другихь сторонъ, къ ней прилежащихъ, составятся 
прямоугольные триугольники. ЗИ 

2) Вершина каждаго изъ угловъ схерическаго патиугольни- 
ка есть полюсъ стороны, ему прямо противулежащей. 

3 Основаше ‘этого Нятиугольника есть гипотенуза даннаго, 
основнаго триугольника; прилежация въ ней дв стороны пяти- 
угольника суть дополнен я до 90° ‘обтальныхь двухъ сторонъ 
триугольника, послёдыя же дв стороны пятиугольника равны 
двумъ косвеннымь (*) ‘угаамъ, инь КЪ о 
даннаго Уриутотьнииа. 

Построкитв пятиугольник. Стороны АВ и АС, 
содержация прямой уголь, продолжу за гипотёнузу, по направле- 
ню дугь. АВЁ и АСС (см. полит.); гипотенузу, ВС’ продолжу 
въ 0б% стороны, и отложивъ СЁ — 90° и ВО -— 90°, ‘проведу 
дуги ЕС и БЕ перпендикулярно къ дугё ЕД, и продолжу ихъ 
до пересфченя 0, сторонами, прямаго угла, въ точкахъ\Ё и... 
Такимъ образомъ составится схеричесв!й пятиугольник», ВСНАК, 
котораго всЪ стороны суть дуги большихъ круговъ. ан 

(*) Умы при типотенузв соеричёскаго 'гриугольника мы будем называть косвен- 
ны; если же: одинъ изъ нихъ есть. праной, илилоба прямые; то триугольникъ;у 
какъ извъетно,. не требуетъ ‚тригонометрическаго ‘решен. Соеряческй. триугольникъ 


не требуетъ р®шевя и въ том случа, если хром гипотенузы одна изъ сторонъ 
около прямаго угла равна 90°. 


‚46 — 


°ДоклзАТЕлЬьство. на 1). Углы А, Ей В суть прямые 
_п0 построеню; надо только доказать, что и углы Е и @ также 
прямые; но и это оче- и“ 

видно. ‘потому что точ- уча 
ки Ви С суть полюсы 
дугь ОЕ и ЕС, саЪдо- 
вательно дуги ВРи С@ 
перпендикулярны къ 
дугамь ОЕ и Еб. И- 
такъ ве триугольники 
ВЕК, КЕУ, Г@Н, НОС, 
стояпие на сторонахъ 
полученнаго пятиуголь- {| 
ника, — суть прямоу- 
гольные. 

2) Вершины В иС; ; 
суть полюсы дугъ РЕ 
и ЕС, а слБдовательно у , 
и дугь НУ и КУ, — по | о эх 
построено; отсюда, же м А И С 
видно, что и точка У. ни 
есть полюсъ дуги ЕО, или дуги ВС. Нетрудно доказать, ‘что 
точка К есть полюсъ дуги СН, потому что дуга СК = 90° 
(ибо С есть полюсъ дуги ЕС), притомъ — АС < 90°, слёдо- 
вательно точка К, находясь на дугЪ АК, перпендикулярной къ 
ЯН“ при разстоящи АС, меньшемъ четверти окружности, — 
удалена ’отъ дуги АН на 90°, то очевидно, что точка К. есть 
полюсъ дуги СН. Точно такимъ же образомъ докажемъ, что и 
точка Н есть полюсъ дуги ЕВ. 


3) Очевидно, ‘что основане этого ИК 38 равно гипо- 
тенузВ а. т 

Изь построешя видно. что `— АК == 90° (ибо К есть полюсъ 
дуги АН), и АВ == с, слвдовательно КВ =" 90° — с. Такимъ 
же `‘образомв докажу, что — СН = 90° — 6. 
Наконець — Ё/ = 90°, (точка /] есть полюсъ дуги Е); 
также и — КЁ = 90°, (точка К есть. полюсъ дуги ЁН); 
слЪдоват. ^— Е = > КГ, а потому — КУ= < ВБ; 

но Л ЕЁ = Д С, слвдовал, и — КУ —= 2. С. 


а. ОИ 


Такъ же, докажу.› что и УН\=5= ОИ. = С В. (*). 


Присовокупляя къ сему извфетную тригонометрическую тео- 
рему: что в0 всякомг прямоугюльном5 сферическомо, триугольни- 
ть, косинусб Фипотепнузы равенг`произведеню  косинпусовь двухтб 
прочижб стороиб. т. е. Г 

"Сова з= "СОЭ. +608 -6- М). ща Ле (@), 
и, основываясь на свойствахъ. схерическаго пятиугольника, нами 
предложенныхьъ, можно доказать слфдующия два общщя правила 
Непера; 

Творвмл 1.  Вб сферическома пятиуюльникь ВСИЛК ко- 
синусб каждой изв стороиз' равен произведещю синусов двух 
сторонз, ей прилежащихо, т. е. С0з ВС — 5 СН. 5т КВ. . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Въ триугольник АВС. т? 

СОБ" — СВ бо. 
_ или (0$ ВС — (0$ МО Соз о 
‘но Соз АС = Эт (90° — АС) = 5 СН, 
и (0; АВ = 5 (90 — АВ) — 5 КВ; 
подставивъ вмВсто равныхъ равных, получимь . 
(оз ВС —= Ба ОН. Бт КВ; ч. ид. н. 

Докажемъ это же свойство для ЕО другой стороны 
сферическаго пятиугольника. 

Изь треугольника ЕКВ имземъ (08 КВСоз ЕК. Соз 'ВЕ; 

но бов ЕК — 5% (90°. — ЕК), — бт КЛ, — | 
п Соз ВЕ = Эт (90° — ЕВ) = 5 ВС; 
подставивъ, подучимь С0з КВ —= 5 КУ. Эт ВО... 

Очевидно, что теорема эта такимъ же образомъ докажется и 
для каждыхь трехъ рядомь лежащихь сторонъ пятиутольника. 

ТеорЕмА 2. Бо сферическом пятиуольникть, ВСНУЕ. коси- 
нусс ‚стороны отдтльно стоящей, равенг произведеню котанен- 
с065 двутс сторон рядом стоящихо, т.е. 

Со8 т Г УН. (09 КУ. 

" Правило вывода, и оказалельство Формулы: | 

1) Возьму косинусъ отдьльно стоящей части (по теор. ‚1- -й); 


/ 


тт 


{т 


(+) Теорему эту мы доказали предполагая 6 < 90° ис < 905; но очевидно, 
что почти такимъ же образомъ можно доказать изложенныя нами свойства и при 
другихь данныхь, измфнивъ только, чертеж. сообразно съ предложенными, уело*_ 
в ями. И 

Г тЫ: 


аа: о 


2) подъ нимъ напишу обратно уравнене’ сторонъ отдвльно ле- 

жащихъ; 3) перемноживъ эти уравневя, и сокративъ одинако- 

выхъ множителей въ обЪфихъ частяхъ равенетвъ, 4) по прави- 

ламъ для рьшен1я уравненйя опредзлю косинусъ отдфльно етоя- 

щей стороны. 

’'Выводъ Формулы: у 

(1). : . (03 ВС = БиКВ. бт об И Перемноживъ\и 

(2) обратно |8 КВ. 5т УИ = Соз КУ откинувъ общихъ 
5т КУ. Эт СН — С0з ЗИ | множит. получимъ: 


(3). Соз ВС. бт. /Н. 5т КУ = С0з УИ. Соз КУ, 
Соз ЛН. Соз КУ - 
О о 02а В 5 ЗЕ 
или Соз ВС = Сов ЛИ. Со9 КМ. 
Такимъ же образомъ доказывается эта теорема и для каж- 
дыхъ трехъ, не рядомъ лежащихъ сторонъ пятиугольника. 
Изложенныя нами дв теоремы могутъ быть вполнз примЪ- 
нены и къ прямоугольному схерическому триугольнику, сЪ тЪмъ 
только измёненемъ, что рядомз лежаиция стороны пятиузольни- 
ка (а, 90°—с, 90°—), (теор. &) составляюте не рядомг` ле- 
жаийя часта трилольника. (а; с.-6); и обратно, одна отдьль- 
ная сторона и двь друия, прилежация между собою стороны 
пятиузольника (а; В, С). (теор. 2) составляютз три рядомз ле- 
жацёя части триуольника (а. С, В). 
Отсюда и получаемъ слздуюнщия 


МНЕМОНИЧЕСКТЯ ПРАВИЛА НЕПЕРА*(*) 


для рышевя прямоугольныхъ схерическихь триугольниковъ. 


Во всякомъ прямоугольномъ схерическомъ триугольник® АВС, 
У котораго уголъ А прямой (черт. 10), вместо катетовъ В и с 
поставивъ ихъ дополненя 90°—Ъ и 90°—с,'и не обращая внимая 
на прямой уголъ А, т. е. не считая его разд ляющимъ, зам чаемъ 
стоятъ ли три части, между которыми желаютъ знать отноше- 
не: 
1) всь три рядомё. пли 


2) двь рядом, а одна отдъльно. 


(=) Н»®которые приписывають открыт!е этихъ правиль Французекому матема- 
тику Модюи. 


о ОА 
ПРАВИЛО 1. 


Вз первомз случать, т. е. когда части триузольника смеж- 
ны: косинусс средней части равенз произведеню. котанченсове: 
крайних частей. Я 

Рядомъ лежапнця части триугольника суть: 

В,а,С; а,С,90°—Ъ; С,90°—Ъ. 90°—е; 90°—Ъ, 90°—е, В; 90°—е,.Вуа; 
рн правиломъ али пройдя по всВмъ рядомъ лежащимъ: 
сторонамъ триугольиика, взятымъ по три, для веъзхъ различных 
случаевъ заданя получимъ: : 


1) Соза == Со В. Сов С ; Со а = Со В. Сие С, 
2) Со$ С —= (ош а. Сов (90°—5), или Соз С — Со а. Тапо Ь, 
3) (0$ (90°—Ъ5) = Со С. Со (90°—е), или Зв 5=Сошю С. Тапе с, 
4) Соз (90°—е) —= Со В. Сов (90°—Ъ), или Эш ‹—=Сош В. Таиз Ь, 
5) (05 В = Сош (90°—е). Сош а, или (оз В —= Тапо в. Сов а. 

Примъчане. Очевидно, что изъ этихъ пяти отношений, раз- 
личныхь только три: 1, 2 и 3; 4-0е отношеше соотвфтствуеть 
3-му, а 5-0е — второму. 


ПРАВИЛО 2. 


Во второмз случаь. т. е. кода 0двь части рядомз, а одна 
отдтъльно, косинусз отдьльно стоящей части равенз произведе- 
ню синусовс рядомё стоящите частей. 

Не рядомъ лежапия части триугольника суть: 
90° в 90°—с || а; ,90°—е, ВЧ С; В, а || 90°—5; 

а, © т 90°—е; С, 90°—Ъ-|] В. 

Пройдя вторымъ правиломъ НЕПЕРА по каждымъ тремъ не. 

рядомъ лежащимъ частямъ триугольника, получимъ: 


1) (05 а= 5 (90°—Ъ). Эа (90°— 6), или (03 а —= (05 Ъ. Соз.е; 


2) (оз С = 5 (90°—е). За В, или (0$ © — 00$ с: би В. 
4) Соз (90°—5) = $ В. та, или бт Ь = ба В. бш а.о 
4) (оз (90°—6е) = Эш С. Эш а, или Эше — Эа С. Эла; 
5) (оз В = 5 (90°—Ъ): Эа С, или (03 В == (озЪ. 5) С. 


Примъчаве. Очевидно, что изъ этихь“пяти отношенй раз- 
личныхъ толькоэтри: 1, 2 и 3-ье; 4-ое отношеше о 
етъ 3-му, а 5—0е — второму. 

Такимьъ образомъ изъ обоихъ правилъ находимъ только шесть 
различныхь отношенй, 


= 8 = 


1) Соз а —= С. (0 е (“) `4) (05 а — Сош В. Сов С, 
2) Зше — Эва. 5 С, | 5) Эш с = ТавоЬ. Сом В, 
3) 655.6 = Се. За В, | 6) (оз С = Сова. Тапе р. 


Примпч. 1. Каждая изъ этихь Формуль можеть быть доказана, независи- 
мо оть сх. пятиугольвника, или помонию геометрическаго построен1я, или пу- 
темъ аналитическимъ, т. е. какъ сядет, при извЪетиыхъ условахъ, выво- 
димыя изъ общихъ формулъ сферической и 

Прилиьч. 2. СяБдуюние примфры (6м. $3) покажутъ какъ ‘примфнять эти 
правила къ вычислен!ю Е и сФерическихъ триугольниковъ. 

Прибавлеше. Помопию строений, нами пред женныхъ, кро- 
'мЪ доказанныхъ уже свойствъ схерическиго полярнахго . пятиу- 
‘гольника, соотв тствующаго данному прямоугольному и 
нику. открываемъ еше сл5дующее: 

1)_ Каждая изъ дагоналей эт$го, пятиугольника равна 90°, весь 
же пять д1агоналей составляютъ четвертной, звЪздообразный еФо- 
рическ! пятиугольникь ВИКСУВ} кромЪ того, черезъ продолже- 
н1е сторонъ даннаго пятиугольника‘ получаемъ звфздообразный 
прямоугольный соерическй пятиуг®льникъ АЕОЕСА. 

2) Съ рьшешемъ одного схеричеваго прямоугольнаго треуг- 
ка (наприм. АВС), черезъ простое сфжене, или вычитане, до- 
полненями и исполненями (сотр6теп® ей зарр6тен() р$ёшаются 
десять схерическихь триугольниковъ, ибъ которыхъ иять: АВС, 
ВЕК, КЕ, /6Н, РНС— суть 
прямоугольные, ияять: УКН, 
УНС, НСВ, СВК и ВКУ— 
четвертные (см. таблицу на 
конц книги). 


Уничтожая в6в вепомога; | 
тельныя линш, получимъ, что 
отъ ‘прямоутольнаго сферичв- 
скаго триугольника АВС, по-. 
мощию) предложеннаго, нами 
побтроев1я составится зв%здо- 
образный прямоугольный Г 
ричееюмй ль, 
АГОСбХЛА. (см. порит: второй). 


ОБЩЕ ПРАВИЛА. Ре ОТРАНИЧЕНТЯ. 


ет ограничен величинъ, вакъ „данныхь, такъ и искомыхъ, 


(*) Изъ книгь Менелая и Птолоиея видно, что древнимъ извзетны были толь- 
ко уравнения: 1, 2, 5, 6. Для рёшен!я косвенноугольнаго триугольника разевкали 


Къ статьЪ: «Схерическй пятиугольникъ». 


/ 


Доказательство мнем. правилъ Непера (стран. 20). 


Помощйюо одного изъ схерическихъ триугольниковъ, напр. АВС, (см. политин. 1-й), рёшаются слёдующие: 


Прямоугольные (къ $ 3, стр. 21). 


й ВИНЫ ОИСИ В В, Ем ВОВА ВНЕ 
87516! 18521149" 13°241и" 7853'4" 
Ю 
ДЕ ДВ ДК—=(90°—Ъ)| КВ—=(90°—е) | ЕК—(90°—С) | ЕВ=(90°—а) 
2 АВЕК И О АСИ ЕТ АС АСЕ С И С ЕЕ ое ГОДЕ 
. 905 13519! 76°51'43" 11°56/56" 2044! 1153811" 
] 
Е ыы К—(90°—Ь) К/С ЕК—с Е9—(90°—В) 
3 АКЕТ И ИИ И ЕНОТ 
90° 18521149" 76°51'43" 81° 16' 18°3'4" 76941! 
[в а Н—=(90—с) - НЕХ В 6=(90°—С) @Н=Ь 
4 \звн О ИИ ОО о ОКИ 
90° 1852149" 11956'56" 13519! 2044! 13091 и 
р Н—(90°—с) С СН—=(90°—Ъ) | ОН-=(90°—В) | СО=(90°—а) 
5 АНОС И И 
| о | 145656 81516 76951'43" 76541! 110381" 


ооо о_—о6——ц—68—ц—_—_—_—_д_—_——00 


ЧетвЕертныхе (къ стран. 29). 


ние | ЗН иВ Нав ДНК ДЗЕН 
6| (кн о п 
90° 81916' 13519, 1010384" 18094". | 135241" 
‘26 | знеив | н6—= 0—5) | нео) Н7С—(90°—а) |Н67—=(90°—0) 
|  (мнс аа А ИНО О от 
| 905 13219 76951'43" 168034" 11384" ода 
нв | сн (90°) СВ—а  |НСВ=(80°--6) | СВН-Е(90°—В)| СНВ=е 
а м о О ВВ ое 
90° | 16551'43" 18°21/49" 92044" | тб" твои 
ск | СВ—а ВК (90°) |свк=(80°_В)| вСК=(90°—0)| ВКО—Ь 
9 Абвк и к т ее 
90° | 18524149" 11956'56и 166541". 2044 азезчти 


- К=С Г ВКУ—=(90°-+Ъ) | КВУ—=(90°—В)|КУВ=(90°—а) 


81516' 103241" 76941! 1153811" 


= М — 


ВЪ ‘решен сферическихь триугольниковь о Е ие 
го внимане на слЪдуюция условя: 
. Каждая изъ сторонъ., данная’ или т должна заклю- 
чаться между 0 и 180°. 
9. Каждый изъ угловъ, какъ данный такъ’и искомый, `дол- 
женъ заключаться ие, 0 и 180°. 
Сльдовательно, какъ $ (а — В), такъ и $ (А — В) всегда < 90°, 


КромЪ того: 
Косинусв стороны или угла, долженъ. находиться между 1 =, 
Синусс, — всегда положительный, и притомъ не боле 1. 


Татенсо, всегда вещественный, можеть, имёть произвольную 


величину, кромЪ нуля. 
Котатенсс. всегда зещественный, можетъ имфть ‚ произволь- 
ную величииу, но не долженъ быть равенъ ©. 


$3 


Чнеленные прим Бры для реже я праямоу- 
гольныхь съерическихъ триугольниковъ. 


\ 


ЗАДАЧА 1. 


Въ прямоугольномъ сфхерическомъ. триугольник» даны, два 
катета Бис. вычислить прочйя чаети а, Ви С. 
Рьшене. 


1. Вычисление гипотенузы (а) 2. Вычисление угла В. 
Соза—5ш (90°—).5т (90°—с)Соз (90°—е) = Сош В. Сов (90°—Ь) 


Соз а —= (05 Б. Со$ ©. Эш с = Сов В. Тапе В 
И р 2 Эш с м 
. м ‚ Таша ГИ ие 


^3. (оз. (90° — Ь) = Со С. Со (90° — с) № 
Эш Ь = (0%. С. Тапо с 
1 г: Зи 
Сов ©. —= Тааее . 


его на два прямоугольные. Недостатокъ двухъ нослёднихъ уравненй быль причи- 
ною, что древне не могли рёшить нъкоторыхъ. вопросовъ; наприм. по тремъ угдамъ 
опредвлить обтальныя части, и затруднялись при рёшен!м триугольника по даним 
тремъ сторонамъ, 


а Е 


Численный прРИМзрРъ. Пусть Ь = 57° 43', 
с — 95° 47. 
1. Вычислеше гипотенузы (а). .2. Вычислеше угла В. 

(оз а = о (0$ с, у ыы тк 

Сов В = а 

слЪдоват. (а) во 2-ой четверти; | слЪдоват. В въ (-ой четверти; 
102 (0$ 57° 13' = 9,733569 ‚105 Эш 98° 47' = 9.994877 
10ё (оз 98° 47' = 9.183834 10'5 Тр 57” 13' = 9.808916 

102 (за = 8,917403 105 Се В —= 9.803793 

в — (99 9. 96") У. 3424". 
— 94° 44% 34". 


3. Уголь С вычисляется также какъ и уголь В. По этому 
находимъ С — 97° 94! 51. 
Изслвьдовлднте ФОРрмМУлЪ. 
Для вычисленя угла В получили 
Эш с = (о В. Тапз ь; 
О ВЕК У Зь Е 
ати Ев |} а 
| —- 
но синусъ есть всегда величина положительная, слЪдовательно 
Сош В и Таиз Ь необходимо должны быть съ одинакими знака- 
ми, а потому В. иЪ всегда будутъ, или обЪ величины въ 1-ой 
четверти, или 06% во второй, что мы и будемъ, для краткости, 
выражать словомъ одинаки. 
| Отсюда новое свойство прямоуг-ныхъ сфер. триуг-ковъ, со- 
’ стоящее въ томъ, что кажюдый изг косвенныхо у1ловг всеа оди- 
` пакз со стороною ему противолежащею (см. $1, теор. 7 ‚› приб. 1). 
Тоже самое можно доказать, или чисто — геометрическимъ 
способомъ, помощю построевя, или черезъ ограничене нЪкото- 
рыхъ Формулъ схерическихъ прямоугольныхъ триугольниковъ, 
напр. Соз В=бш С. 9 (90°—5) | здъеь Эш С всегда со зна- 
Со ВЕБ С. (0$ Ъ; комъ --, слфдовательно Соз В 
и Соз Ь необходимо съ одина- 
кими знаками, т. е. Ви Ь одинаки. 
ПрРИМЪРЫ ДЛЯ 'УПРАЖНЕНЛТЯ,. 


Данныя. 8 Искомыя. 
ь ыы а ри В | С 
108°_7' | ЗВ 09940" Пе 38’ 49" 40° 29 1" 
50° | 52° 55! 26/| 67° 19 | 56° 44! 56':1599556' «40! 


В ПО де 


Примтч. Такъ какъ всЪ величины въ этомъ вопросЪ опред’Бляются помо- 
щтю Со, и Со. то, по ограничен1и, не можеть быть сомнзнтя въ выборЪ иско- 
мыхъ величинъ, и триугольникъ будетъ всегда возможенъ и всегда одинъ. 


ЗАДАЧА 2. 


Въ прямоугольномъ триуг-кЪ АВС даны гипотенуза, (а) и ка- 
тетъ В; найти прочя части триугольника, т. е. углы Ви С, а 
также катетъ с. 

Ръшеше. Искомыя найдутся по слфдующимъ хормуламъ: 


1. Опредвлевще стороны с. | 2. Опредълеше. угла В. 
(0$ а=5ш (90°—Ъ). Эш (90°—е),| Соз (90°— ) = 5 аш В, 
С05 а = Соз Ъ. (оз е, Зш Ь —= па. би В, 
ее а И 5ш Ь 
откуда (0$ е —= | ‘откуда 5. В.= — Е 
У (05 | Эш а |= 
И о угла С. 51 


Соз С — Сов а. Сош. (90°—5), 
или Соз С = (ош а. Тавр Ъ. 
Численный пПРИМЪРЪ. Пусть а = 407° 47", 
Ь — \43° 19' 3"; вычислить с, Ву. С. 
1. Вычислеве стороны ©. ‚ 2 Вычиелеше, угла В. 


+ ты 


Соз а у. Эш Ь 
608 6 = щеь ‚ Эш аа. 
Юё (оз а — 9.479899 106 Эш В = 9.777436 
102 (05 Б — 0.096508 юз 5иа — 0,020066 
105 (08 с = 9,569407 ю5 Эш В = 9.797502 
оо ЯР! 15:41 пер Е Чат — о 8' 46", 


одинако съ }. 


3. Вычислеше угла С. 


0 о 
Со С = Сош а. Тапе Ь 
105 Та =. 9, 8173944 
107 Сош а = 9.492964 
105 Соз С = 9,366908 
01962396950; 
| } Соз а 
Изельдоваше формуле. Изъ уравненя (1) Со$ О 
находимъ, что задача имфетъ безчиеленное множество р шенй, 
если Соза = о и (0$ В = 0, | 


| 49 Эш: Ч | 
‚Изслвдован1я =ормулы Эш В = та изложены въ 5 2, теор. 2; 


откуда и‘видны случаи возможности и невозможности задан/я. 


Изъ Формулы Соз _С — „Сощ а. ТапбЬ 
помопию ея - _ -. + 
ограниченая › аа 
находимъ, атома той ОАра4 
| о але: 


что ‘если итотенуза’ и ‘сторона одинаки. то’ '/0л5 между‘ ними 
острый, ‘если же вавымалы, то фо м ними то, и 


ноже 
`Птимвры длЯ УПРАЖНЕНЛЯ. 
Данныя. ы Искомыя. | 2 
а, | с || В | в Ь. 
115° 56! 50" [1249527 257 [145° 439” [4148 9746" [40° 41 16" _ 
83° 41 4 65° 2266" 1) 730 боб". | 73° 27 42 
‚ ЗАДАЧА 3. | 


Въ прямоугольномъ схерическомъ триугольникЪ даны, катетъ 
Ь и прилежапий ему уголъ С, вычислить прочя части 8» © В. 
Рьшене. 


1. Вычислен. гипотенузы а. 2: пе. катета, с. 
(оз © —= (ва бщ (90°—Ъ), Соз (90°—Ъ)=0С в (90°—с) Св С 
Соз С == Со а Тао, Эт Ь — Таве с. бою С 
$065 Со5 С Эт В 
‚; Откуда Сова —= ТаивЪ- | ` Тало = бов с’ 


3. Вычислевне угла В. 
Соз В = 9 С. би (90°—5). = Эм С. (0 Ь. 
Численный примър. Дано Ь —= т Я Е — 819 25"; 
вычислить проч1я части. 
Такъь какъ ь < 90° и С1< 90°, чо ее изъ прочикь_ ча- 
стей находится`въ первой четверти. ) 
. По выведеннымъ Формуламъ ‘цолучимъ: 
& — 28° 22.20". 62=82356'--441 
—2$2° 39’ 58". | 
‚ Но; изсльдоваею формулз находимъ, что при этомъ заданш 
триугольникъ всегда возможенъ. если иекомыя Ь. и С находятея 
каждая между 0 и 180°. 


Бы В 2 


ПрРИМЬРЪ пля УНРАЖН. Даны: Ь = 50°, С =59%\56% 10". 
Искомыя: ‘а = 67° 19, в = 52° 55' 26", В=56? 41/56". 


77059 


ЗАДАЧА 4- 


Въ прямоугольномъ схерическ. триугольникв дана гипотенуза 
а — 145° 17' 20" и уг. В = 98° 28’ 30"; вычислить прочая: час- 
ти Ь, с, В. 

Ришене. Вычислене производится по ‘6лБдующимь р 
ламъ: ) 


1. Для стороны Ь. 2. д угла С. } 
Эт = 5 В. бта (оз а = (ош В. Сов С | 
Ь— 416 34" 57" Со нь К | 
010. В › 60) 
одинака съ / В. ыы | 
©7199 37 507. 79 
3. Для вычисленя стороны с. | | 
Соз В — Тапа е. Сов а $ 
ао: А 3 == 47°. 490 99%. Г 
Сова р 


Изсльдоване уравненй. Если въ выведенныхъ нами урав- 
неняхъ положимъ а — 90°, В = 90°, то, по вычислению, Ь бу- 
деть равна 90°; для объихъ же послёднихь величинъ Си спо- 

0 ть 
пучимъ чу те. С иебудутъ неопредвленными, могутъ имЪть 
всЪ возможныя величины, но должны быть равны между собою, 
потому что точка С будетъ полюсомъ дуги с. 

ПрРИМЪРЫ ДЛЯ УПРАЖНЕН! Й. 

Данныя. Искомыя. о 
а | В. | Ь | с ЗЕ > й 
120 38! 43" |. 44° 54”, 44 || 37° 24 А" | 129% 54156" | 116 56' 17" 
161° 4315.13 | 36° 42/10" |.10°.57'45',2|164°39'53,7" [194943177 ,4" 


2 


ЗАДАЧА 5. 


Въ прямоугольномьъ схерическомъ триугольник% даны катетъ 
с —= 57° 54, и противолежаций ему у С = 4 48, сыскать 


прочёя части. # 
г — “ не. 


2.98 = 


‚ Рошене. - 
„ 1. Отыскаве катета Ь. 2. Отысканше гипотенузы а. 
Соз(90°—5) =Сов С.Сов(90—е)|Соз (90° —е) = 5 а. Зв С 
Эш Ь —=Со С. Тавё с 2147 Эш се = Ба. 5 С 
108 Сов С = 9,334871 м ие 5ш с 
"бя Тана "6 2410,209596 — 5 С. 


п ини 0 ЗР о Пури 6 9,997946 
5 ры 53 и 47 
ее (—Люё а С—9,990079 
Е Ва 2%. аш курндоненоси эщажоне ИЯ Е 
9 —159°50'49", 105 Зш а= 9,937867 зая 
ал 6074361. 
ар-=Я 1975519241, 


р 


‚} в &2 


3. рее угла В. 
Со5 @ = $ В. Эш (90°—), 
. - Соз С. 
(05 С = 5 В. (0$ е,. сад, За В = Се? 
10 Соз С = 9.324950 | “Сторона а’ и ‘утоль В вычисляемы были 
105 Созс —= 9,725420 | безъь ариемет. дополнен. 


108 Эш В = 9,599530 т -- 
В 25, 59. <, == 45638 31% зи 

Такъ какъ вс искомыя величины Ь, а, В этой задачи опре- 
двляются по ихъ синусамъ, то для каждой. изъ нихъ получатся 


ан мп 


И Еели` же’ для какой нибудь искомой величины, надр. 
для угла В, выбранно какое тибо значенте, напр. положили, что 
В, < 90°, тои всъ остальныя ‘величины, выведенныя изъ ‘урав- 
Нани, должны согласоваться съ этимъ рьшенемъ; по этому и 
сторона В, берется уже не произвольно, но долина быть одина- 
кова_ съ В, ($ 3, зад. 1). : 

Сторона а, также должна удовлетворять принятому знако- 
положенйо по Формулв` Со а = (0$ Ъ. Соз с ($ 9, тедр. 1). 

Расположивъ отысканныя величины 10 и ан по- 


лучимъ: 
Для триугольника АВС “|” “ая триугольника АВС’ 
С = — 77° 48', с — 57° 54 С = 77? 48', ве=57° 54 
20 НО АВ 
а. = 60° 4 36". 4, 34492455" 24 


В — 23 95! 58"; В,—156° 34/9. 7. 


— В — 


ы ‚ Изельдоваше. Формула (2), ‹ Эш а — ви с› Кеть, ‚тЪже слу-, 

чаи возможности! и’ невозможности ' ры ‘камя мы тот 
Г -- 

при изслвдовани уравнены. За АВ оС о. теор. 2. 


Если же по заданию ‹=90°, тои с И и изъ т 
(2) получимъ 5 

Зше = 1, а С = 4, а потому За а = 1. 

Тао с — =. 

у НН тя 


_Изъ ур. 1-го Эт Ь. == Сов С. ых = 


изъ ур. ор | и 
т.е. а = 900 оао и `В  еопротеленны, съ тьмъ однако убибе 
вемъ, что Ь == В; сифдовательно триугольниковъ, удовлетворя- 
ющихъ заданйо;. можетъ быть ‚брачиодонное множество: 
’ Примъры’для. УПРАЖНЕН!Я.: 
1. Даны: Ь = 56537140"; 'В'='84°29/50". 
Рыш. 1-й 05701158; А— 90°; 2-й С) 'а==499°58/9"; А—90°; 
Ь = 56537140"; В = 842991507; ф—= 56537401; В = 84029150"; 
с = 9224407; СЕ © 2" 6 —17153 594; —169957/38". 
9. Даны: 51-35 ЗВ #%, 24. и 
1-й С) а = 49° 25 44"; 9-й Л) а = 4305 34' 161; 
Е В 43и; и 301 
С = 53° 5 ды Олин 1 26° 54 59",6. 


а 


и ыН 


По данным двумъ угламъ В = 10751 Зи. С — |140 {о ‘ 
при гипотенузЪ, вычислить ‘прут. НИКЪ. | Зе 


Рьшене. 
1. Вычислене гипотенузы а. 2. Вычислеше стороны Ъ. 
Соза = Сою В. (ош С, оба, | 


а Мо м: ль 57 52 20.1! 
ее `3. Вычисление стороны" е; 
‚Сов с = ее С — 14445 460". 


о 


Изельдоване. Такъ какъ каждая изъ вычиеленныхъ вели- 
чинъ въ этомъ случаз опредфлитея по косинусу, который не 
можеть быть равенъ о, а также, не можетъ имфть двухъ зна- 
ченй, то задача имфетъ всегда только одно рьшене. 

Величина гипотенузы (а) опредвляется помощю ограниченйя 


Формулы 

С05 а = Сош В. Сош С. | (оз а = (ош В. Со С. 
ое 
И. Г, — -- 


Для возможноети заданя РУ мо, чтобы ‚ сумма, угловъ 
В+ С была > 90°, но < 270; [1/4 Ре. (< 

Примьч. Чтобы косинусы искомыхъ йе были 4 1, необходимы 
са$дуюния услов!я: 

Если В < 90° и С < 90°, то В -- С должны быть >> 90°, 

если В > 905и С > 905, в +С... »... <ЗХ 90°, 

если В > 90° а С 905, в — С... ь:.. < 90°, 

если В < 905 аС> 90°, 06 —В.,. »... < 90°. 

ПрРИМЬРЫ ДЛЯ УПРАЖНЕНГЙ. 


‚Данныя; . Искомыя. 
В | С || а | ь \ е 
748307 | 66° 207 |834 | 730 97 12"| 65° 997 561 
13° 19° | 87° 16° | 78094749" | 130 2147” | `780°3' 4" 


ОБЩЕЕ ПРИМЕЧАНИЕ. 


Вии слфдующе триугольники, и, свылаясь на предыдущая правила, 
`Иуказать въ которыхъ изъ вихъ задан:е предложено. не вЪрно. А — 90°. | т | 
4 ` 1. ‚В = 48° 37.29" А. 2. В 18°. 37' 99} | ЗВ В = 17730 59' 95", м 
78° 3543" ГИ Ъ = 782`35' 43", 165°`40' 10" 

47о 38' 29" 65. Е589 39411 рб, - 
26° 19' 37!" р 49° 2756" | и» а 
7. В = 447, 38' м’ | -8. В 

с в из" ге 


| 


158° 39! 47" 


`Ъ ы. 
4. В т 
= 1498 97' 5673 


22° 37! 3 35"; | 


ъ 
Ъ 
а 
В 
С 13$ 98 19".° 


=1729 54" 200 С 
— 35° 45! 30" 


р. 


РЕШЕНИЕ” ЧЕТВЕРТНЫХЗ, РАВНОБЕДРЕННЫХЬ И РАВНОУГОЛЬНЫХЬ СФЕРИЧЕСКИХ ТРЕУ- 
ТОЛЬНИКОВЪ, А ТАКЖЕ ФОРШУЛЫ ДЛЯ РЕШЕНЯ ЕЗКОТОРЫХЪ ЧАСТНЫХЪ СЛУЧАЕВЪ и 
ПРЯМОУГОЛЬНЫХЬ ТРИУГОЛЬНИКОВЪ. 


. Соеричесюй триугольникъ называется четвертнымг если 
въ числ данныхьъ есть сторона въ 90°. Черезъ отыскаше дру- 
гаго триугольника, полярнаго данному Четвертному, рьшен!е 
такихъ триугольниковъ можетъ быть приведено къ ръшеню 
триугольниковъ ирямоугюольныхв. | 


35 98 


задачи: Въ четвертномъ схерическомъ триугольникв сторона 
Ве = а = 90° (черт 12) итА ==1195° и 61489. 1 Фжыа 
скать прочая части. 

Рьшешще. Данному триугольнику начертивъ полярный А’'В!С', 
получимъ, что послЪдьйй есть прямоугольный при вершин А’, 
потому что 


180° — а 


А’ а = 180%, сльдовательно А! = — 90° 
А-а! = 180°, » » а’ —= 1480° — А = 55° 
Се! = 180°, » « с/^'— 180 — 6 == 4390: 


По извстнымъ правиламъ, рёшая прямоугольный схеричесвай 
триугольникъ А!’В'С', получимъ 


В’ = 441% 27 40и ь == 480° —— В! = 38°:57! 14" 
С’ = 1142 59’ 38" › а отсюда /` е==180° — 0! = 65° 7/22" 
Ы = 149° оами | | В=180°—ы = 30°59' 49". 


® Примьры для упрАЖНЕНтЯ (ПОЛИТИН. 1-Й). 
(См. таблиц. триугольниковъ къ правиламь Непера). 
де У о ее ЧАСТЬ 2 ЗВН 
‘в70 4 780 ЗГ ДИ р 17И . 


Примтьч: Если въ сФерическомъ триугольникь есть двВ сто- 
роны, каждая по 90°, то и противолежание имъ углы равны 
каждый 90°; третй же ‘уголъ равенъ третьей сторонЪ. — Вели 
каждая изъ трехъ сторонъ=90°, то и каждый изъ угловъ=90°. 

2. Если данный триугольникъ АВС (черт. 13) ееть равно- 
бедренный, въ которомъ Ь = с, тои В=С; а потому, изъ вер- 
шины третьяго угла А на противолежащую сторону опустивъ 
перпендикуляръ АБ, получимъ, что данный триугольникъ раз- 
сфчется на два. прямоугольные ВАР и САБ. Вычисляя части 
одного изъ нихъ, получимъ рёшевя и для другаго а. 
наго, а сл$довательно и для даннаго. 

Формулы, служашйя для вычисленя равнобедренныхъ триу- 
гольниковъ, суть слЪдующи: и 

Эт а = 5 $ А. 50; 108 в = 0% В. 005 2 А 
Таис $ а = (0$ В. Тао е, . (0; $ А = (05 $ а. За Ву > 

‘задача. ’Въ равнобедренномъ сер: триугольник®: АВС даны 
АВ! == Я ==467 30" и ‘уголь В = ых 30/. Вычислить ‘прочя 
части. 

Ръшеше. Проведя АО къ серединз стороны ВС, получимъ 


* 


— 30 — 


прямоугольные: триугольники. АВО = АСР... Но’ извъетнымь пра- 
виламЪ вычисляя первый! изъ нихъ, находимъ 

Во. = 15° 43' 401, ВАА 24° 56/37", 

сазд: 4) В =312.27'.201. | иелвд. 2) С ВАО-А, — 43° 5314", 
_ Прим. Для УПРАЖНЕНИЯ. ру кохот 
00 Данныя. .... Иекомыя, 
АВ=АС—= -98°99' 4". р 1А—89539/5 31, | ВАС Аб 5о19 бы, 
Ва = 8749'251, , Вор 6—28°7 0", ВС—а —=56°14'20". 

Примьч. Если въ данномъ триугольникЪ всф три стороны 
между собою равны, то и всё углы. также взаимно, равны. р 

задача. Въ равностороннемъ сфер. триукольникв каждая изъ 
сторонъ ‘равна, 60°. Чему. равенъ каждый изъ угловъ/ 

< Рош: Вычисляя', ‘какъ о въ ‚предыдущей аа ‚ получимъ 
Кое ве@ 55-7095944-43,57. 

3.  Еели въ, вхер,, триугольник%, два угла, взаимно равны, 
то такой триугольникь можетъ также, быть вычисленъ помощио 
прямоугольныхъ, которые получатея, если вершину" третьяго 
угла соединимъ съ срединою стороны ему противолежащей, или 
если трет уголъ разд®лимъ пополамъ. Полученные два прямо- 
‚угольные триугольника АРВ, АБС будутъ взаимно равны. . 

Численный примтро. Если Е 70°5'20" 1 и А—80°37'48", 
то прочя, части, по вычисленио, будуть ВС — т 37, В — а 
А — 58° 14! 20". | 
+ задача. Въ _беер. триугольникь АВС. каждый изъ трех уг- 
ловъ равенъ 1150. Чему равны стороны? 

`Рьш. ‘Изъ С АВЬ (черт. 6, № 1) находим ^ 

р Г. ° Св и" — Сов 1159. бо 57° 30' А 
48. -Сов 15° т 9.668672 откуда р ый 
№. (ош.57230' = 9,804187 | а. = Ь, =. = 407% 46' 54" 

16 Соз(АВ==е)== 195479859. НВ 

4. Х Формулы выведенныя’ нами изъ .мнемоническихь 
правиаъь 1 ра и могуть быйь примвнены' къ ритен1ю ‚ везхъ 
случаевъ. прямоугольныхь сфер. триугольниковъ, однако. необхо- 
димо замфтить; что ‘если искомая’величина. ‚весьма! мала, и вы- 
ражена въ’косинусахь.’ или близка. къ90%; ивыражена въ сину- 
сахъ, то, какъ извфетно (прям. тр. приб. къ 6. 12), (*) при этихъ 


(#2) ° См. Начальн. основ. прямолин. ‘триг. у ов А. 'Днитревымъ. Сиб. 1862. 


Е — 


случаяхъ, вычислеше по хормуламъ не дастъ точныхъ утловъ. Для. 


изб®жан!я неточности стараются искомыя величины выразить въ 
тангенсахъ половинъ искомыхъ величинъ: 


1). По даннымъ угламъ В и С найти а. 
Со а —= Со В. Со С. 


Н 


и — 003 а 1 — Со В: Сов С. 

1+ ба — 1+ бов В. Сов С. з 
Эш В. бт С — СозВ. 03 С С08 (вс). 
Эт В тб = 6088608671605 (Ва ©) 


Но (по $7 пр. тр. >.18) Тапб? за 


Или Тапс® $ & — 


ЗдЪсь полезно замЪтить что 9-ая часть уравненя; для уничтожен!я: мнима- 


го результата, должна быть положительною, а потому знакъ минусъ передъ 
дробью долженъ уничтожиться; для Этого ‘числитель Соз (В-+- С) данной дро- 
би долженъ сдЪлаться величиною отрицательною, что можетъ получиться при 
услови: В -- ©>90°. Съдоват. въ прямоугольномъ сх. триугольникЪ сумма уг- 
довъ, кромЪ прамаго, всегда >> 90°. | 


.2) По, узлами Ви С. ‘найти. сторону` Ъ. Корк ги ока ЯХ 
Со В : 
Положивъ” В == 90°—' и, изъ’ ежи Соз БЕ не б? Фя пазл 
та ‚О аЕ 2 08“ 
но Тапа 1 араб А 
9 ый о : т и Е вы Во мина бЕПЕР 
шт © — © 2 __ на Ел ты Сов ы 
Та 1 : 5 Неотрая ера) 2 81 (6—2).Со 3 (С--%) С), 


‹ ВС пр : 
Отк да Т ти 2 о ЕЯ ты > 
уда ТЕ} у. Те а ==) А 5 
3). По о аи.с ни угоаъ В. 


1 — боз В оф 
Ех #2. ; 4. — 5 
Соз В = (Со а. Тре во Те В = ев г. 


т. 1— Тее. бою а ОГ (а — с) 
А К СРО. 
Замфтимъ здЪеь, что! когда: а ©. >> 180°, то для избЪжания мнимагора- 
дикала, цеобходимо, что бы было ас. И такь, когда въ прямоугольномъ 
сфер. а гапотенуза, вмЪств ‘съ(катётомь > 1805; то ‘гипотенуза 


меньше катета. : , 
4) ПоаиьЬ найти с: 


* Соз а а: 1 — 0086 
— я, Таз — . 
р бов ъ а А -- Созс? 
Те = Сов Ъ — (08 а __ Яо а). Эт # (6 — а) 
аа 2 Сов + (6 + а). ВУ В” 
чад. Те = ТВН@ НЮ Лере-ь. . ЭМ 


(С) ТЕ - = Тез (С — (90°—В)) = Тв $ (С-+В-—90°) 
С _ ко 
ео [ЕО : га ый } 
Также Сов + ©+ —\— теч Со (С ыы 90° = в) = — Со $ + ((С— В) ыя 902), 


) 6 г 
или бов { (С и = бы 1'(30> 9 © = бош Е > ] ра 


ЭН что 


слвд. 6044 (С --.2) = те 455 +|- пы в. Н | 


и 


| 
| 
| 


1 
} 


} 
- 


| 


5) По а и В найти Ъ. 
5ш Ь = бш а Ба В. 
Пуеть Ъ = 90° — 92 сяЪд., вмЪето уравнен. 
и Тех = Зшарш В) Эш Ь = Ба а 5 В, 
получимь 008 2 2 —= Т& х; но 
1—С02#_ 1— Тв х 
1+ ба и 


ЗамЪняя 2 величинею 45° : › получим Тё ( 45° — > 5 )=И. ТЕ (45° —х). 


По этой хормулЪ опредЪлится Ъ; но прежде надо отыскать х, по уравне- 


Теа = Те (45° — х). 


\ ню Таде х = бш а, бщ В. 


ГЛАВА Ш. Х 
$ 4. * 


Выводъ главиЪйшихь общих Фхормулъ для 
р’Бшеня косвенноугольныхь ©ъерическихъ 
триугольниковт. 


ЧИСЯО ВОЗМОЖНЫХ СЛУЧАЕВ. Для рьшешя веЪхъ случаевъ косвенно- 
угольныхъ схерическихъ триугольниковъ достаточно имЪть столь 
ко отношешй между каждыми четырьмя величинами изъ шести, 
сколько можно сдЪлать различныхъ перестановленй изъ шести по 
четыре. Но число такихъ ЯН какъ извЪстно, равно 


6.5 — 5 
ч.2 = 18? ® [7 


Эти ‘пят дать перестановленй могутъ быть приведены къ 
слЪдующимь четырем различнымъ случаямъ: 


р 


з 


1) Между а, Ъ, с, А, а также о р ыы ь 
2) Между а, Б, А, В,.... и 
а, В, © 
" № 6, 

`3) Между а, Ъ, А) С.....{а, с, В, С; ы 
%5 В; 
Е: С. 
. Ву С 


= 


<» 


4) Ме в 

) а и А, В, 0. 
Главнфйшя НЫ показываюния эти’ отношеня, суть 
ст5дуюнпия: Н 


(+) Отеюда’ видно что различныхъ положен!Й между четырьмя частями  сери- 
ческаго триугольника можетъ быть не бодфе трехъ: 


р 
ТЕОРЕМА 4. 


ый всяком бреричавьома триутольникь синусы сторон пропор-` 
цгона. ъны синусамз 914065 имб противолежащихв,: т.. е. 
Эт а: Эш Ь: Бш с — 5 А; Эа В: 5 С. 
‘с. доказательство.. Съ центромъ $. шаровой, поверхности сое- 
динив» вершины “А, В,С‘даннаго’ схерическаго ‘триугольника 
(черт. 14), получимъ при центр шара трегранный уголь $ А В С. 
Изъ вершины С одного изъ угловъ  даннаго соерическаго. триу- 
гольника АВС, на противолежащую ‘грань опустивь перпен-= 
дикуляръ СЁ, а также проведя къ рёбрамъ треграннаго ‘угла 
перпендикуляры СО и СЕ и соединивъ основаше Г перпендику- 
р съ точками Ви Е, получим, что плосый уголь СОЕ = 

Ф. Д А; плоск, уг. СЕР — == 6 ОВ. 

3 въ примоугольныейь триугольникахъ ОЁРО‘и СЕЕ’ 


РМО СЕ” `раздфливъ первое изъ 
‚Зи СЕ. == БулеАуче= Зру С)” ‘5ШЬ|” этихь ‘уравненй ‘на 
"а СЕР — За Вы ие = СЕ к 4 у 
СЕ — ба || 
В от ас 
Зв В” ба ’Зпа 90ъ” 
’ откуда” "ЯНА: За = Эш: 9 В также 


докажемь, что Эш: ЯН се = За В : 5 °С, 
сльдовательно Эта: За: 5 $ — би д: $:В: Эа С...(0. 
Приму. 1. новь дай на этой теоремъ, можно по даннымъ 
двумъь сторонамь " ехерическаго триугольника и углу, противо- 
лежащему ‘одной изъ’ нихъ, ‘отыскать уголь противолежажий дру- 
гой данной сторон$. а также по ‘двумъ даннымъ ‘угламъ и’сторо-' 
нЪ, противолежащей одному изъ нихъ) ‘бтыскать сторону противо- 
ое ‘пругому данному ‘углу. р нами теорема на- 
зывается теоремою синусовё. }.9 пы 


ПримЪч. 2. Ту же самую пропорцщю Эш А: Эш в а: Эш Ь можно -вы- 

вести изъ доказанныхъ, уже хормулъ для ет. схерическихъ триу-. 
тольниковъ ($2, теор. 2): если изъ вершины угла С одящаго въ пропорцию, | 
проведемъ дугу большаго круга перпендикулярно къ’ противочежащей сторон) 
АВ а. 15). Изь прямоугольныхъ сферическихъ триугольниковъ АФС, ВОС 


‚ бы С 5 } 
ЗА = ЕР. би В) =! и. | ‘раздфливв“равныхя на-равныя, 


т 
ТЕТ 


получимь БШ А: БШ вы - Эт а: бш Ь. 


1) Ио двв-чаеги О а, Б; А, В изъ (2) 02 - 420) Г. 
2) Три рядозъ, а. одна аа Ъ, с А; а, или В, С, в А изь (1) и (4). 29. } 
3) Вев четыре | аа а, С, Ъ, А, изъ <. 
5 
- 


| 
| 
| 


Е ИЯ 


Обратно, теор. 2, $. 2 можетъ быть выведена какъ слЪдетве изъ независи- 
маго доказательства этой основной теоремы, и дЪйствительно въ пропорщи 
Зш. А: Эт В = Эта; 5 Ъ, положивь ДА = 90°, получимъ 
За Ь 
бша ° 


1: 91 В = 5 а: бш Ъ; откуда Эш В = 


Нримтъч. 3 Хотя теорема синусов, по чертежу, была доказана для сторонъ 
и угловъ меньшихъ 90°, но нетрудно доказать ея справедливость и’дая воЪхЪ 
другихъ случаевъ:. пусть Ъ >> 90° и а>90° (черт. 16). Дополнивъ данвый триу- 
гольникъ до сферическаго двусторонника САС’ВС, получимъ Ь - Ъ’ = 180°, 
а р а = 180°, А + А’ = 1809, В -+ В! = 480; сафд. Ь’и а' менфе 90°, но въ 
триугольникЪ А’В’С’ БА! : ба В’ = За а: Эш Ъ', нодетавивъ, 
получим Б1т (180°— А): Ба (480°— В) = Бщ (180° — а) ; бш (180°—Ъ), 
откуда Эт А : ба В = бта: ба Ь. 


ТЕОРЕМА 2. 


Во всякомз сферическомг триуюльникь АВС косинусв одной 
из5 сторонг равенз. произведенйю косинусовг двухв прочитв сто- 
ронз вмъспиь сз произведенемг синусовё этииег сторонз на коси- 
пусз ла, содержимаю между ними, (или противолежащео 
первой сторонъ), т. е. 

(05 а —= Соз Ь. Со; с += Эа Б. Эш с. Соз А. 

Доказательство. СдЪлавъ такое же построенше какъ и въ 
предыдущей теоремЪ (черт. 14), и изъ точки О на ребро $В 
опустивъ перпендикуляръ Об, получимъ 

Оба — Е. а 9 
но, въ д $60, прямая 56 = 50. Со А8б — Со Ъ. (оз с. 

‚Проведя РН, + СЕ. или ЕН 1 СО. получимъ, что р 
Д`ЕРН =. АЗВ = с (ибо стороны одного угла порпендивузяр- 
ны къ сторонамъ другаго), слъд. 

СЕ —= ЕН. = ЕО. За ЕБН. = ЕО. $ш с; 
но ЕО — СО. Соз СБЕ. = 5 Ь. С А, 


или СЕ = 5 Ь. За с. 0% А; 
подетавивъ найден ыраженя въ Формулу (2). .. 
найдемъ Соза — С05 с -- За Ь. 5шс. 05 А. о, 


такимъ же образомъ получимъ: 
-\Соз 5 — 00$ а. `00%7 6 Ч Эша. бт с: (05 В; 


Со5. © ==. С05-а.”Соз Ь. -- Эша. ба Ь. Соз С. - 
(5 а — (05 Ь. б%с. | 
Откуда (05 А = о вн, чае ‚ (1. 
(05 Ь — (05 а. (05 в. {пов с оз а. Соз Ь 
С ВЕ тт а Гат ПИ а К 


- 


о ы 


Примьчаве 1. По хормулв (И) можно по двумъ даннымъ 
сторонамъ и по.углу между ними отыскать третью сторону, а 
по ФормулВ а», зная три стороны отыскать я ее: 1 
жащий одной изъ нихъ. \ 

Примъч. 8 Хотя теорема эта доказана, по чертежу, только’ ддя рву. 
ника въ которомъ стороны и углы ваходятея въ первой’ четверти; но не труд: 
но доказать справедливость ея и дан всякаго триугодьника, у котораго ума 
тупые и стороны бодЪе 90°. 

Пусть въ триугольникв АВС уголь В >> 90°, а также е >> 90°, Ъ > 902 
Дополвнивъ данный триугольникъ въ схерическ! Й двусторонникъ АСА'В (черт. 47 
и взявъ, прилежащий данному, триугольникъ А’ВС, въ которомъ А'С=Ъ',А’В=с 


получимь А=А', Ь’ = 180° —Ъ, с' = 180° —си АВС = 180° — В. | 
Но въ нь А’ВС. в. 
Сов а = Сов Ъ'. Сов с’ - Эш Ъ. Эш с". оз А’, подставивъ, - | 


найдемъ Соз а = Сов (180°—Ъ). Сов (180°—е) + в (480°—Ъ).Э о Сов 
иди Сов а = (—СозЪ). (—Сов се) + Эт Ъ. ба с. Сов А, 
откуда —С08 а =, Сов Ъ. 'Созе + Эш Ъ. ше. Соз А. 


Пусть уголь А > 90°, и притомъ каждая изъ сторонъ Ъ и с боле 90°, т 
по теоремЪ 2 (черт. 18) 
Соз а’ = Соз Ъ. Сов с’ -|- В Ъ: Эт с". Сов В'АС, откуда 
Сов (180°—а) == Сов Ъ. Сов (180°—се) -- ББ. Эла (1805-е). Соз (180°— А) 
— Сова = Сов Ъ, (— Сов ®)-- бш Ъ. Эш ©, (— Соз А) 
— С0за = — С0зЪ. Со8е — 5 ЪЬ. Бес. (08 А, 
перемножая всЪ члены на — 1, позузимъ 
Сова = Сов Ъ. бов д В, Эш с. а. 
Примтьч. 3. Въ Формулахъ (ШГ) 
Со; а — Соз Ъ. Созе Соз Ъ — Сова. Со8 с 
ай бт. бщ е одавке Эт Ь. Эш с 
положивъ а = Ъ, получимъ А = В, 
т. е. что в0 всякои5 сферическом триузольникт равныме сторонам5 противо- 
лежат равные углы; что и составляет5 отдъльную зеометрическую теорему, | 
ц можетз быть доказано независимо, помошйю чертежа. 


Примтч. 4. Въ ФормулЪ (03 а = Соз Ъ. Сов с -{- Ба Ъ. Эш с. Соз А 
положивъ А = 90°, получимъ Соз А = 0, слЪд. Соза = Сов Ъ, Совс, что и 
составаяетъ первую теорему для прямоугольныхъ сфер. триугольвиковъ (9 2). 

Примтч. 5. Разематривая уравнеше Соз а. (11), находимъ, что если. Ь;1с и 
А будутъ каждая менЪе 90°, то. Соз а будетъ положительный, слЪдоватедьно, 
а < 90, потому что Сов а = Со8 Ъ. Соз с + Эт Ь. В е. Сов А; 


— 


< а И о 
такое же заключене можно сдЪлать и о величинахъ Сов Би Сов ©, если вс 
остальныя величины, отъ которыхъ онф по ФормулЪ зависятъ, будутъ каждая | 
< 90°. Слфдовательно, если въ схерическомъ триугольникЪ двЪ стороны и | 
уголъ между ними будутъ каждыя мене 90°; то и третья сторона ‘менЪе 90°. | 
Затруднен1е при опредЪлени знака при Соз & можетъ встрЪтиться только 
тогда, когда при данныхъ Ъ, си А оба члена уравнен!я Соз Ъ. Совси бт Ь | 
11 се. Сов А будутъ имЪть противные знаки. Въ этомъ случаЪ должно оба 
чдена вычислить помонию догариемовъ и замЪтить, которое произведеве бо- 
1Ъе, искомому же косивусу будетъ всегда соотвЪтствовать знакъ. ббльшаго 
члена. 


ОВ > 


ТЕОРЕМА 3:0 01 укруима 

Во веякоме, сферическом триуольникь. косинусв. одною. изё 
угловг равенг минусъ произведеню косинусов: двух. прочие: уз 
4065 в Мъстть с. произведещемс синусовг этих. улов5 на коси- 
пусё стороны противолежеанцей первому ‘узлу, т. е. 

70$ А = — (0$ В; Со СЕ Зы В: Эн, С. 'Соз’а: 

Докозательство. Данному триугольнйку АВС. начертивъ ‘по- 
лярный, А' В! С". (см. сфер. „теом.), ‘и назвавъ ‘стороны , ‚„вослЬд- 
няго через’ а... 6’, по 1‘ угламъ, противолежажщим о (черт. 3) 
получ. Со; а! = Со Ь. -. 6' т Ь; Энг с'. б0$ А р у 4); 

но а’ — 180° — — 18 0° АС: 

о маЫ = ев ‘и Е АЯ явь я 
подставивъ, найдемъ .> } 
Со; (180°—А) — Соз (180°—В) бы (180°_—С) 9. И {180 = В) 

51(180°— С): „(оз (180°— 8), й: 

— (05 А = (—С05 В). (—00; С) +9 В.. Эа С. (тов. ы 

— (5А = (оз В. С0з.С— 5вьВ. Эш 6 Созоа, --_(#- 
или (1) 05 А —=-— Соз В. 'Соз'С'- Эй В. У с. "65а Зы ю ау; 
такимъ же образомъ получимъ А 

(2) (05 В —=— (оз А... (оз @ 5. 5 А. Эщ С. в $ › (1У). 


(3) (05 С —=— С А. Соз В 5 Эй А: йе В. 08 е | 
с __ (08 А-З (05 В. (оз. Е С __ СозВ-НСозА .СовС-о 
ОН ав оао оо. 
Со С Соз А: (05 В ии 0.1 
(05 в о аы (№). 


Примтьч. 1. По Формуламъ (ТУ), зная два угла и сторону имъ прилежа- 
щую, можно ‘отыскать уголь противолежаший этой сторонЪ; а помонию Фор- 
музъ Г6.2) 6 тремъ угламъ сферическаго триугольвика отыскиваютъ его ето: 
роны. 'Преобразовавйя этихъ Формуль въ логариемическ!я помфщевы дадъе. 

Примъч. 8. Въ формулахъ’ (41, 1У), положивъ А = 90°, пблучимъ даЯ примо- 
угольнаго триугольника, 0’= — Соз В. С0з С -- Бш В Бш С. Сова, 
откуда Соз а = Со .В. Со С, что и было выведено помощю мнемоническихь 
правилъ Нёпера. * Е 

Изъ формуль же (2 и 3, [У) получамъ С05В = 51 С. СозЪ, | См. прав.....,.- 

Соз С = Эт В. Сов с, |. Непера... ›. 

Иримьч. 3. Изъ изелЪдованз Формузы У получаемъ, что есзи, каждый 

изъ, угловъ триугольника менЪе 90°, то и каждая изъ сторонъ мене 90%.. 


ТЕОРЕМА 4. 


Во всяком сДеримескомя приузольвинь, если’ иаетыре: части 
2:56, а (Черт. 19) лежать рядомз, то две ‘части (А р, ый 


и ФМ > 


изо которых5 один угол ’и противолежащая ему. сторона. —6у- 
дутз частями крайними, а ‚другой уголв ©. и сторона `(5). 64- 
дутг` частями средними." 
Между этими четырьмя’ рядом лежащими частями существу" 
етъ сльдующее ‘мнемоническое отношен!е: и 
Котатенсв. крайняго’ угла помноженный на синус “средияю 
равенб произведеню котатенса `прайней стороны на синуса. ‚ еред- 
ней, 0езв произведешя,. косинусов ‚среднизо величин, ыы т.е. 
Сою А. бт С =, (016 а.) Эа Ь = (05 В: Со эбь 
Доказать: 1, помощю ‘чертеэюагт ие «1 зле т св 3 
Вершиною даннаго крайняго угла, А, какъ полюсомь, ‹ опи- 
савъ дугу большахо,, вруга, и ‘продолживъ слороны. содержания 
этотъ уголь, до пересвчешя въ точкахъ В) и, Е съ описанною 
дугою, получимъ что’ РС ==90° —Ь `(черт. 19); : 
ВЕ 906, = а. ‚И 29 СВ=180°— С. по 
Вершину претьяго, угла В, не ВОДАЩАТ Въ чоормулу» ‘соеди- 
нивъ‘©ъ‘ точкою Ю;: получимъ о ны 
Со5 ОВ = оз ОЕ. Соз ВЕ = Со5’А:”С55 (двое бо 
‚ или (0$ ОВ = (05 А. ше . . ь ЕТ 
нои (оз 0В = (08 С. Со; Во За ‘оС. За 86: р (180°—С); 
Соз ОВ = (оз (90°—Ъ). ан (90°—Ъ). Эш а ([— СС), 


Г 


Со БВ $ Ъ: 5 а — (95 В. Эт а. (03 С’. и" (8) 
`'Совдинивъ Формулы ' (2) й (8). получимь т м 
(5 А. Эш е = Эа Ь. (за (03 ъ. Эт а, 'Соз С” И 
Е 


оно Эн ви == ть а г азаеиие и раза ‚объ час- 


ти уравнения на Эт а, получимъ Е Я 
(1) СА, и С — Сова. 5ШЬ — (оз Б. (оз С. а АК: 
` Доказат. 9. Аналитический вывод той ке `формулы. ЕН 
Въ уравневзи С0з а = Со8 Ъ. та е -- ба Ъ. ба. с. о А, 

исраюзивь` б99ге, полузим и тлтовлы ила ира о ча 
Сов а —= Сов Ъ. (бов,а,Соз, Ъ, --. Га Эх Ь Сов.С) --. 511 Ъ, Ба е Сов у 
Сова — Со В Са ое а оно вар Соз А, 
О ос рено т Ь бт с Соз А, 

Сов а 5? Ь = Эш а 53 Ь 008 Ь 068624851 Ъ Эт с. бов А 

сокращая ‘на Эш Ъ, получимъ 

Соз`а В Ъ3>= бп аи С08. В. 068.С_-- бир е. СовоА, или п *0) плидо“ 

Сов А эт с = 005 а Зп Ь — Эта 008 Ь Сов С, т око, съ визы 


`З1 та С а Быт С бт а 
„’потомъ:разд®ливъ 


Е 
тиуоф Явннех 


(=) Мнемоническое правило это соотаваено Во й и'было. Напбчьтано = Зы 
вый разь въ Морск. С6/ 1857 т.1№. 1, 'при“обздрв” митёматич учеби, руководотвъ. 


нодставивъ ель с ориуж 'ему’величину 


—. 


г Па 


объ части уравнен:я на. Эша, и, упростивъ гд\№: можно, 
получимь Со А. Эт С. = Со а. За Ъ — Сов Ъ. Сов С. 


Такимъ же образомъ выводятся сльдуюция пять Формульъ: 
(2) (ош А. Эш В = (Сова. би с — (оз е Со В 
(3) (ош В. 5 С Со Ъ Зша — Соза. Соз С | 
(4) Сов В. 5ш А —= (ош Ъ. бис — Созе. С А’ (УП. 
(5) - (ош С. За В = (Со с. бпа — (Соза. (оз В 
(6) Сом С. Зш А = (о с. За ь — (036. С А 
Примьч. Въ Фхормул% (1, УГ) положивъ А = 90°, получимъ 
0 — Сор а. Эт Ь — Со Ъ. б0з С, откуда 
Сов С = Сов а. Тапр Ъ, такимъ же образомъ Соз В = Со в. Тацв с. 
(изъ 2, УП. 
Изъ (4 иб, УП) при томъ же положен найдемъ. 
Со В`= (0 Ъ. Эш си (0 © = Со с. Эм Ъ, или 
С = ; : 2 бов @ 
Эт в = бер = Сов В. Тат Би Эш Ъ = бои Сов С. Тапё с. 
Вс эти ры для прямоугольнаго триугольника были выведены незави- 
симо, помощю мнемоническихъ правилъ Непера (См. прав. 1.0е и 2-ое.) 
Нримтч. 2. Формулы (УТ) показываютъ зависимость между. двумя сторо- 
нами и двумя углами, изъ которыхте одинъ уголъ противолежитъ’ данной! сто- 
ронЪ, а другой содержится между ними. | 


НИИ 


Общее примпчашще кг предыдущим теоремамг. 


Изъ выведенныхъ нами основныхъ Формулъ для рзшевя схе- 
ричеекихъ триугольниковъ, (ормулы 1, П, Ш, ГУ, У, УТ), толь- 
ко одна первая удобна для непрерывнаго логариемованя; при 
вычислеши же искомыхъ величинъ по остальнымъь Формуламъ 
необходимо ‘переходитъ ‘отъ логариемовъ тригонометрическихъ 
лин къ логариемамъ чиселъ, и обратно. Для избъжаншя этого 
неудобства нелогариемическя Формулы обыкновенно п вобразу- 
ются въ 1огариемичееня, слЪдующимъ образомъ: 
ОФвБращевше ГЛАВНЫХ НЕЛОГАРНОМИЧЕСКИХЛ ор. 

муль вт, логлриомичесвкя. 


- 


ЗАДАЧА 1. 


Формулу Соз а = С0з.6. Соз с + м й. бр © "Со А и 
тить в8 лозаривмическую. 

иРьшенез 'Обращеще это’ ‘производится › черезъ' "разложене 
данной Формулы на дДвВ логариемичесвя, помощую вспомогатель- 


наго угла (плоск. тр. $. 12). | | 
Со5 а = миле о Эт с. СА, И ав «) 


— 38 — 


Эт Ь 
Сова = (СозЪ. (0$ е 44 5 с о . (А) 


— С0зЬ (Со е -- бе. Тапе Ъ, (0$ А}. 
положивъ Тапё Ь. Соз А — Тапе\ фо. Ио ад =: 000. (1) 
и подставивъ въ предыдущую. хормулу, получимъ, 
Со а = (оз Ь (60$ с + Тао х Эа с), 


= (0$ Ь (С05 с ит .- ба с) 
ре в. С + Зи $. Эй 9. 


и 005 9 
о феи ауоотиье р НА 
Такимь образомь вместо данной Формулы. получаются ДВ 
логариемическая: | пали 
Тана В ба о о. 


Соз Ь 
о и (2), 


помощю которыхь сперва отыскивается величина вспомогатель- 
наго угла $, а потомъ уже опредфляется и величина &. ^’ 
Примтьч. 1. Эти же Формулы могутъ быть выведевы непосредственно, че- › 
резъ построене: 
а) При вывод Формулы (И) мы имЪаи 
(черт. 14; № 2) 5Е = Сова, ЗО = Сов Ъ, ЕБ = Эт Ъ Сов А. (т 2, 584). 
Но въ четыреугольник$ ЗЕЕ, положивъ ЕО, 
Ер — Эшь С А 


получимъ Тал8 Ф —= о бе. = Тале Ъ. Соз А, 
взй Талеь (08 А — Тарв $. еее на. а а» 
оз Ъ 
притомъ 52 = 5Е. СозФ или (оз Ь = В. Сов 9; откуда ЗЕ = бов $? 
Сов Ъ 
а. 5Е = 5Е.. оз («—9). = Совт9\\ Соз (е—$): 
Слфдовательно Тал8 в Сов`А = Лазе фу чюн. 55 дл скол 
Сов = 5 с 60° («—$Ф) понтохасиэи ицвазято вт (9), 


что и согласуется рее съ выведеннымь ‘нами раззожевем_ данной` Фор- 
мулы. ` 

Ъ) ТЬ же Формулы получатся изъ даннаго схерическаго рва, 
если отъ одного‘изъ концевъ С искомой стороны! на противохежащую‘ сторону 
опустимъ перпедикуляръ СМ (черт. 920). 

Подоживъ отсбкъ АМ — 9, найдемъ, что МВ = в — $. 

Но въ () САМ, Сов А — Сов Ъ. Сов (90—59), 4125) 
паи Сов А == 0 Ь: Тае Ф, откуда Е ь .))`4 20) «инрут ой} 
СаЪдовательно Тарр Ф = Тапр Ъ (оз А ИИ ды: 

Въ томъ же триугольник® С08 Ъ = Сов СМ, ‘бов Ф, 


р 


ге 


Соз Ь фа 
слЪдоват. Сов СМ вв прива, НЫ: 
Но въ триугольник$ СМВ 
Соз а —= Соз СМ. боз МВ 
(1) Сова = Сов СМ. Сов (е—$); те ив Г знжот 


вмЪсто Соз СМ, изъ уравневя` (<); подетавивъ Ыб Ъ, 
< } я} 2 а т) 
Е т ых о ВАК 


Если перпендикуляръ упалетъ внЪ триугольника, то первая Формула (1) 
остается та же самая, ‘а вмЪето второй. получимъ, 

СозЪ } 
бов ф ° Соз. (Ф—е). (черт. 20, № 2). 

Примтч. 2. Какъ помощно мнемоническихь правиль 'Непера, такъ и по- 
мощ ю` Геометричебкихъ построейй не трудно доказать, что, во веякомъ схе- 
рическомъ триугольникВ если умы, при основанёи ‚одинаки, то перпендикулярь 
падает внутри триугольника, а если умы при основанёи не прива то БУ 
а. падает5 внъ триузольника, и ров ' На 


й 


Сов а = 


С задам 2 


1%) 


ан ай у. 3), р С—— СозА. Соя В Е Зв. А. 5 В. Се с 


разложить на..двь. чозариемичестая., 
ев. (бю А... В. а с. 


" Рьшене.“ С05’С == "Со свв те а 
== Со В (Эа ”А. Тв в. 68 6—8" А)" т 
положивъ ‚о. В (08 с — = бе. литры ИЕ (1) 


Соз в а 
получимъ (0$ С = <; Эа —. (Сы: бо г: (2). 


СЕ 


ЗАДАЧА 3. с 


Формулу (Г) Сов А. 5т С = Сода а. т ых — и Ь: Со; С 
разложить па двъ лоариемическёя: — № го) 4 за ии 
„А) Для отыскашя неизвъстной С; и = ЧЕ 
оРющенще. „„Изъ, даннаго, уравнения получимъ. Ре: 
о А. Эа ОА Ь. (0$ С = (ош а. т ь; 


А: Ри | ; Га 
ов, 03, и ел. ян Зи. С),= но, А и 
Сов А _ (0. 151 к К 1:1 мнт 3. 
положивъ „> = = б 0. р’: э а (4, 
получимъ (03 Ъ (С05 С + со у, Г а Бы а. ‚Эш ь, 


О - Со (С @ ние ыы - Эт С)’ = “бов а. ‚5 Ъ, о 


и 29а 


С ый Эту — Софа. БИ Ъ, 1. 
ет : в (С У) = Са. 9 Ь, или 


бт р + У) == бов и Ф+ М Уз. вл (2). 


и бт < -Е у) =. Сова. ТапеЪ. Зи у. ни „,@). \ 
В) Для отысканя неизвзстной Ъ. 1. Слособё апалитимескйй. 
Изъ даннаго уравненя получаемъ; 
Сов а. ба № — (03 Ъ. (оз С = (ое А. ба С 
Соз С —т Со!с а | 
полагая бота ап ф ии о = Сов Ф.:.. (1), 
какъ въ ФормулВ (А), найдемъ. е 
51. —ф) == (0% А. Таис С. ФФ. ..... (2). 
2. Вывода. тье се формуле черезг_разложене триуюльни 
ка на прямоугольные. 
Проведя дугу ВО | АС (черт: 6; №1) и пооживъ — 6 =ф, 
изъ триугольника СВО получимъ 
Сов С = (0 а. (05 (90° — ф); по 4=му прав. Ивнера, 
_Сов С. С 
На 2 (4). 
Въ томъ же триусольнак® Сов (90°— ф) = Со" С. Сов (90— `В), 
или 5 ф = 66 С. Тапе ОВ, 


аи ТВ. ов`— 55 ф. Тапе С. 


) 


или Сов ба = Со а. Тапв ф, откуда Талв Ф= 5 


ал) и 
откуда 'Т5. ОВ = бов 


Но въ триугольник$ АОВ 
Соз (90°— (5—2) = Со А. Со (90°— ЭВ), по мнем. ‘правизамь’ Непера, 
? или (Ь — $) = (0 А ТапЕ ОВ, 
подставивъ ВЪ послёднюю Формулу, выБето. Талё ОВ, равную ему величину 
Тале С. бт $, получимъ 
Эш @® —Ф) = Со А. ар Со фе: 0.1.4 

Что и показываетъ тождество между: Формулами. вспомогательныхь `угловъ 
и разложешемъ даннаго триугольника ва. прямоугольные. „ 

Нризмтьч. ›Способъ.‹рЪшешя, триугольниковъ по формулам (1) и о, или 
помопую  вспомонительныхе у1л0в5, называется также способомв ‘рышеня #0. 
отсткаив, п употребляется преимущественно въ тЪхъ случаях когда?надо вы» 
числить ‘не вс части’ триугольника, ‘а ‘только ‘нЪкоторыя' изъ вахъ. Нризвы- 
числени же всего триугольника: по отеЪкамъ. берутъ обыкновенно. два вспо.мо- 
зательных5 узла: одинъ для вызислен!я стороны, & другой дая вычисленя угла. 


(0$ С: Зи у -- (059: 51 С . | эжБоЕа 14919 


Примтч. Такъ какъ въ нфкоторыхъ изъ хормулъ, нами выведенныхъ, иско- | 
мыл величины выражены въ синусахъ, черезЪ что получаются двойственныя р%-`. 


шен!я, то, для избЪъжашя этого неудобства, при’вычислев!а триугозьвиковь” > > . 


предпочитаютъ 'употреблене такихъ Формулъ, ВЪ. которыхь искомыя ведиз 


А, АО 


ны выражены въ половинныхъ углахъ, ‚ ГлавнЪйния’ изъ этихъ Формулъ суть 


сяфлующи: = 


ТЕОРЕМА 5. 


ПЕРВАЯ ФОРМУЛА ПОЛУПЕРИМЕТРА. “ВО вСякОмб 
сферическомг ‘триуюльникь’ 'квадратг ‘синуса ‘половины одною 
изг угловг равенз произведеню синусовг разностей полуперимет- 
ра триуольника предё каждою изг сторонё содержащих этотё 
уз0л5, Оъленному ‘на произведене’синусовг сторонз содерэжа- 
зциж5 тот оке уолеу т.е. к 


нев ый (р Ь). эш (ре) ‹ 


кв 
Г} 


5 Ь: бш с у 4. 80) 
Доказательство, Уже изв®етно, что. 

Со а — (0$ Ъ.' (зе __ \. 

(ПП), елбд. , 


(08 А = —— 
ва В, Эш с 
‚Эш Ъ. Зе (05 а- оз Ь. бов 6 0 (6 9— Соз а 
ик аА а ут Ь. ие — бишь 5 
а т 3 (а Ь— с). 5 Зт + а&-е —ъ) 
Эш Ь. Яве мА 


Но 1— (05 А =. $ 4 Ах притомъ, полагая, 


а {5 с = 211 уда что), ЕР ©, 
а оо ее) =РЫЬ 
подставивъ вмЪсто равных ей 

Эш (р — Ь). 5 (р — си (УП. 


‹ $124 Ч р ь Я 
найдемъ 5124 А = Эа, ео 


Такимъ же. образомъ иодля другихъ угловъ 
Зи (р— а); Зи (ре). Эш(р--а). Эш(р— 5) 

т к 

ВТОРАЯ ФОРМУЛА ПОЛУПЕРИМЕТРА. Подобная же 
Формула можетъ быть. выведена, и для, косинуса, а именно: 

Квадрат косинуса половины одного ‘изг узлов сферическао 
триузольника равенг произведенгю синуса полупериметра триуголь- 
ника, ма, синус. разности, полупериметра пред стороною ‘про: 
тиволеожащею ‚этому углу ‚› дъленному: на произведенае синусовз 
сторонг содержащих’ этотв’ уз0лв; теле: аж 
Эш р. 5 (р— а) ^ 
ПЕ. Эро 
-Соз-а-—Соз В. 05. 

бт Ь. ше 


СЗ А 


ный Сия А › слБдовательно 


= 4 — 
Эш Ь. Эа с--Соза-—СозЬ.Соз е < Соза— Соз (ы-н с) 


и Эш Ь. ше о — ба ь. бас 
_ 1 9 о. За О те — а) и а). 
За Ъ. ще — 
Но ео А, притом ыь-е) = 
8 О-е-—эа = р — а, подставивъ, получимъ 
Эштр. Эш (р == а) знв: 
Соз? {А Кв ВИТУ НА о ‚ (УП. 


Такимъ же образомъ! выведемъ 
Зшр. Эа (р=ь Эш р. Эш(р-с 
от Встав ира. Эш с. ' р 6 Эш гал на >. у ОЗУ. 
т она ФОРМУЛА ИОНУНЕРИМЕТРА. —`вадрате тан- \ 
енса половины `0днозо ‘из уаловз равенг' ‘произведеню: ‘синусовв ' 
разности полупериметра’ триуюльника предз каждою’` изг сто- 
ронг, содержащие этотз. узолз; раздьленному` на’ произведеще 
из5 синуса полуперитетра ‘на ситусг: разности полуперитетра 
‘пред стороною противолежащею ‘томуже’ углу. т. е, 
Зи (== В). Эш (ро) 
И ет 
Эа (р — 5): Эа (0-6) р 


Доказат. Зшз 4 А — 


— Эш В. те“ ( ‘раздъливъ’ рав- 
Эт р. Эт (р — а) ныя на равныя 
2 а ВАО >, ВЯ 3 
ОЕ 
Зи 4 А Эш (р—5). Эш (р—е). 
ъаен апт Де нь 5 
позучимь +. т“ == Тао 4: А — Вир и (1х). 


Такимъ же а выведемъ и для другихъ угловъ: 
Зи(р—а). Эш 9—5). Зи (р—а). 5 (р—Ъ) 
ТВ ОТ ВЕ ик; Фе а а 
83 5 р. бш Ф—Ь) ’ Эш р. Эш (р— те 
Прими. 1. Изъ выведенныхь (УП), (УШ), ах) Формуль 
нетрудно получить слфдуюпия: 


зыфА = У Эт (р—Ь). 5щ Ф—9 Сова У Бла р. вап (р— а) 
Зшь. бе 1 ОШ т — ЭщЬ. ще › 


Вет и 31 ФШ—а). в @-9 и 161 в 1/98. В @Ф-Ь) 
Эа. Эт с Е Зи а. Зе ’ 
тб = у 85 Ф —8). Зы @—) | (У) Сов ея Биг р. ба (р-— с) 
Вш а. ть Эш ‘а. 9 Ъ 
Та А Зш ф-Ъ). 9 Ф— 9, 


Эш р, 8 (ра) 


т ва у 82 0-9 5 5 (ра) 1 Ф—Ъ), ы ыы. Рыб За (р—а). Эт мы 1х 
`‘бтр Заф-Ъ. (р) еле Зы р. Эт ф-Ь р. ра {ф-—Ъ) рая 


д — 


'Изъ этихъ же Формуль дая ифлыхь утгловъ! получаемъ: 


53: АЗ и. ст а р Эш (р— а) бщ.(ф р бт @—5; 


За В вв а; к у’ В Эт: ({ф— а) 5 (р—Ь) 51 Я 


к 
|4 


а: д 
5 С _выь у р. Эш йо бш (р— 9 Эш (р— ©); 


ГД 1 подкоренная величина для везхъ угловъ остается одна и таже. 

Прими. 3. Формулы (УП), (УПО и-(Х).елужатъ для вы- 
численя угловъ по тремъ сторонамъ: ‘триугольника, „Но’должно 
замътить, что веякая Формула, опредфляющая искомый уголь по 
синуеу, дВлаетеянепримвнимою при вычиеленйи, когда. этотъ уголь 
мало разнетвуетъ ‚отъ 90°: {или 270°). потому: что около. этихъ 
пред$ловъ» весьма малая’ ‘перемъна синуеа. соотв тетвуетъ значи- 
тельной: перемфнЪ угла; а потому число ‚десятичныхъ, на кото- 
рое логариемы. тригонометрическихъ лин вычиелены въ. обыкно- 
венныхъ таблицахъ‘недостатоуно для в5рнаго. опредълен4я угловъ 
по синусу, когда они приближаются къ упомянутымъ, предзламъ. 
Формулы же,-опредфляюция искомый уголъ по косинусу, подвер- 
жены тому же недостатку, когда уголь’мало разнствуеть отъ 
0° или 180°. По этой, причинь рышен!я тригонометрическихъ 
вопросовъ. тогда только могутъ считаться точными, когда’вычис- 
лешя производимы были по хормуламъ тангенса или котангенса 
искомыхъ угловъ, потому что. тригонометричесня лиши эти, 
измфняясь быстро, при везхъ величинахъ исвомаго угла даютъ 
точное его опредфлене. Отсюда’ понятно, почему по Формудамъ, 
нами предложеннымь, вычислеше должно быть производимо въ 
синусахъ, когда величина угла находится между 0. и 90°, ‘и въ 
восинусахъ, когда искомый ‘уголь ‘между 90° и 180°. Если же 
величина угла совершенно неизвфстна, то должно предпочитать 
‘зычиелене по хормуламъ тангенба (1). Поблёдняя хормута, имъ- 
етъ еще то преимущество предъ первыми (\П) и (УПТ),‚‘что для 
вычислешя по ней ВСБхЪ трехъ. углов триугольника. необходимо 
отыскать только четыре! логариема: р, р — а, р — В; р— с; ме- 
жду тьмъ какъ при ршени того же вопроса во Формуламъ 
синусовъ, или косинусовъ, | трат в отыскан1е шести 
или семи логариемовъ. Го. в 

При этомъ необходимо замфтить, что во м этихъ Форму- 
лахъ, радикаль долженъ быть ‘взатъ 60 знакомъ плюсъ, потому 
что тригонометрическия` пин. острыхь 11088 суть величины 
положительныя, 


2-Й 


Принт: Уравнене тавгенса можеть быть выведено и независимо отъ 
Сов’ 
3ш $ Аи (084 А, а именно помощю Формулы Тапе* & А | Пеано . 
если подставимъ соотв тетвукция величины. вмЪсто. 08 А. 


ТЕОРЕМА 6. 


Во всякомс и три поль 
— СозР. Соз (Р—А) 
ео | = 4 (А-В: С). 
мы ЕЕ Сов (= ту" Ото 
Доказательство. Уже выведено ‘было, что’ ЖЕ ры 


а = А -- Соз*В. Со '6 (у); и 


чо} О Ав в2А. 
ИЕН: а ой 


но Таш $ а = т подетораруы это уравне 


мулу (У) получимъ. 


ОИ ГИП СОА). 
Соз { $ АВ `С). Соз+ (А+ С-В). 
откуда Таш 4 а — у-® Со В. = ФА). 65. 
Со (Р—В). 603 2—0) 
Такт же. тоумулы могутъ быть выведены и для другихъ 
етозонъ. 


Таш $ а = 


Примьчаве 1. "Так какъ во всякомъ гоерическомь триу- 
тольникз сумма угловъ АВЕС У 180°, откуда 1 1 (АЕВ-С) 
> 90°, то понятно, что [-— 6084 (А-В С], или {-=`Сов.Р] 
есть величина положительная. ПО ому знакъ (— ) минусв, 
находяцийся , подъ корнемъ, не только не @сть признакъ, не- 
возможности, но напротивъ, уничтожая мнимость, - дълаетъ вы- 
числяемую величину вещественною, до’ тьхъ поръ,, пока, ‚ при 
задани, АВС >./ 90°. 

ЗАДАЧА. Предлагаемъ учащимся, вывести формулу А 

Эш Е. бш (А — Е) 


У ИО" 


п 
Вт Жевыев =н вы О в= 


ФОРМУЛЫ ГАУСА. 


1) Уже доказано было, что у 
00$ 4 (А--5 В) = @%34А. (оз В = $4 'А, Эт $ Ве (3 
вместо Со и бт половинныхъ угловъ, ОНИ сравни 
ния имъ величины (Форм. УШ; УП) у-получимъ ро и «ЗЫ 


_— 46 — 


Е ДИ аы 


Зшр. За (р—Ь) 


Зиг Ъ. ‘тс ша. ше 
ей м Ф=5). 3-59) 7 тр). Эи ре). 
Эш Ь, не. ° Эта, ве 
о Эш р = Эт вр 9 (—®) У 9" @—2.. 1 ©—) 
- абщиоомк Эта. в ’ 


ее 
сои в) Зее 1. Зи С, 


те. (046. 
(05$ с. Эт ый 
ше. Со е 


(054 (АВ) = ыы И ох 25 ГАН гв ре 


Со { (А — В) = ее не ь) . бт Г С ит ГлусА. 
2) $ш{ (А = В) = ЗА. (054 В С05{ А. Зав, 
подставивъ Формулы (УШ и (УШ, получимъ \ 


аи ЗЫ: 30-9 Зари 


Со; 4 (А Е: в) — ` 53, 


Эш. Басе ‘ Эша. Бшос 
Эш р. 91 (р—а) рт Эт (р—а). 5 2—0) 
“= ть. Зте 5ша. Зше. Е 
__ Эа (р) == 5 (р—а) Ик 0 
8: Зи с _ бша а ’ 
Зе А-ву— 9 РЕ У). 6—5 294 ©. 


вто. Со с 
Соз в е+ы. Зи $ (а— 5). 


4 
Эш асе, (0546 СС, 


5 { (АВ) — 


Эш { (А-В) = обе), 61 С 9-я | Форнулы 


(05 1 
Е и 


Зт 4 (А — В) = с. —— 6846 | 4-я ГАУСА 


Поставивъ А нами уравненя соотв$тственно по 
суммамъ и разностямъ, получимъ: 

1) С 1 (А-В). Се = + (а Ь). За {С 

2) Зш + (А-В). (05 1с = 003 : (а—Ъ). (3530, [ху 

3) (оз 1 (А-В). 51 е = 5 и (а-Еъ). 5 26 

4) 5ш 4 (А— В). Зи е = $ + (а—Ъ). 68 ЕС. 

Нримтъчане. Формулы эти называются” въ Гермавш Гаусовыми, потому что 
Гаусъ предложиаъ ихъь въ евоемъ сочиненш: Твеома тоз сотрогиза сое]ез- 


\ 


2 4 


Я. Налаь. 1809, раз. 51; во Франщи онЪ называются '‚Деламбровымн потому 
что Деламбръ изложилъь ихъ въ Соппаззайее 4ез фетрз въ 1808. году;  Шочти 
въ тоже время он были открыты и математикомъ Мольвейде; писавшимъ объ 
нихъ въ 78°5'в таопаИеНег” Соггезропаеня, Ва. 18, 1808,5. 396: 


АНАЛОТТИ НЕПЕРА. 


Уже доказано, что 1% а 
Эш { (А-В) Соз &е. =. Соз & (а—5). Соз&С (2). | Формулы 
и (051 (А-В). СозЗе = Со; (а). 5 4-0 (#1). ( Гауса 
Раздвливъ первую изъ нихъ на и: получим 
(084 (а—5) Ча 
Теве СА-НВ Е со бе) ‚ Сов 3 Рот в ры НЫ 
Такимъ же образомъ’ раздвливЪ катод Формулу Гаусь 
на третью (ХП, получим 
Эш 4 (а) .Фаояни. р ахня 
У. С з 1 
Тапа & (А В) — 5! Ро) тер. И ИИИААУЧИ © 1 
Черёзь дълеше трбгей Формулы Гаусва на рн и мов 
на вторую, Поииы 6ще два’ отношеня: р 
` 6084 (А-В) ны (4-Я) & 209 
Тавв $ (аЁЪ) = ея боз + АЕЕВ) ‚ Тапа р Е 4 И 
$$ (АВ) в. : и 
9 (А-ЕВ) Тао } В (хп). 
рол ХИ), будучи написаны въ ты пропорщй» 
и для удоб ‘держания -ихъ въ памяти, ‚расположенныя. въ 
слдующемь порядкЗ: У р, | 
1) $в+ (а- Ъ) : $1 (а ъ= Сов С : Тала (А-В) ) \ 
‚ 2) Соз$ (а -ЕЪ): Соз (а В =, Сов,$ С : Тавз } (А-В) [хи 
3) $ + (А-В) : бт: А-В Таша е : Таш { (а— 5). 
4) 65} АВ) 6% (А-В) Таш с Та (а Е) 
по имени ихъ изобрЪтателя называются аналойями или пропор- 
щями Непера. Изобр®татель логариемическато” счисленя; `Шют- 
ландек!й` Баронъ Ненеръ, предложить’ ихъ’въ ‘1614 году‘ въ7с0= 
чинени своемъ: Мите! Тобагивтогит' ‘сапотиз деземрио. м 
_Иризмтч. Третья ‘и четвертая‘ аналоги Непера’могутъ быть выведены иоъ 
1-ой и 2-ой помощю подярнаго триугольника. . 
И дБиствитезьно пусть А’, В’, С’ будутъ. углы, а. а’, Ъ', @ стороны триуг: -ка 
А!'В!С', полярнаго данному А В 6 —_ 3). Сл Бовательно получимъ > 
а '= 180° — А, Ь ' = 180°—В, а потому # $ (а) = 180°—} (А-В), 
и Эт #(а’ ВЫ) = (А-В). р 
Такимъ же обрззоъ найдемъ 
Эт (азы!) == $ (А-В); бо: Си Талалелочи аалх аавт. кие ой 
й Тале(СА'-— В’) Тапа а Ниро ТОЛИ ЗЕЯ 


Тала $ (а— ь) ее 


а 


ие какъ въ триугольникЪ А” В^С!: уф оа 
3 & (а Ъ 8:8 Са--Ъ')-== бо С. Тапеф АВ, 
то подставив вместо равныхъ 'равныя,. позучимъ: о. Ви 
Эт 4 (А-В) $ бт. № (А-В) = Тат. с Тао ая ь), ; 

Подобнымъ же образомъ четвертая аналогя можемъ быть выведена изъ 
2-Й. Выводъ аналоги Непера, независимо, оть Формуль Гауса, можеть быть 
Тапа $ (А = В) 

Со # С 
половинныхъ угловъ, а потомъ въ зависимости отъ. сторонъ сферичеекаго 
траугозвьника. (Аппа]ез’ 4е зааёшайацез 4е бегтопе). 2 

` Изьчпиропорщи За”: Эш Ь.—= 5ш А $ ба В, (1) получимъ 
Эт а-- За г Зш а — бш 6 = 5. А-- Зв В: Эш А. — 5ш.В- 
слвдовалтельно (6 7, прям. триг. хормула. 23) | 

Тавс 1 (а Ь) : : Татр (&— 5) Чаи (А + В) Та (А — В). 

„’Жь Формуламъ. Непераотносятъ обыкновенно и. эту. пропор- 
цю, весьма часто употребляемую для повЪрки, рышен!я. схериче- 
скихъ триугольниковъ. 

Извльдоваще аналошй Непера. г 
+ Если въ выведенныхъ нами, `авалотяяь. (ХП) возьмемъ 
Формулы косинусовъ (т.е. 2-ю или тю). 
напр. Соз & (а-{-Ь) : (05 & ри = бош 4 С: ) Тв. НЕ 


— 


то замфтимъ, что а — В < 180% иб < 180% 

или { (а —Ъ) < 9% и& С к: а 
6054 (3 Би Сов С суть величины положительныя, 
СтьдОВЬНеаВИ. и Таиз : (А-В) © величиною 609$ 


основанъ на ФормулЬ ‚ если мы выразимъ ее сперва помошию 


* 


должны, быть ‚съ одинакими знаками, т. е. еели $ (а-НЬ) 1 90°, 
то соотвьтетвенно, и & Е % ый что тоже самое, 
> 6 | 
если а ья Ъ Е 180 ‚’тб обОтЕВе енно И Ав = 180°. 
еда новое, свойство, Аба приугольника, состоящее 
въотомъ; что‘если сулаиа, сторонгболлье, равиа или, менте.180°, 
то и сумма ‹узл0в5у им. противолемеащихтв, ‹ соотвьтетвенно 
болъе; равна или пенье“ 180%; т.е полусумма сторонгефо тр. 
всезда одинакова сз полуеумтою 'противолежюащиев мг” углов. 
Ваявъ. одну изъ аналог й, зыраженныхь въ синусёхь, (г ЗЕ ю иди Зю), 
напр. | оу вЫ 
Эна. 5); Вы “бов + ГС: Тейё 2-4 - В), 
ЕЕ с ’ 
получимъ, такъ какъ предыдупие ‘члены этой пропорции (суть величины поло- 
жительныя, то и знаки при послдующихъ членахъ должны быть одинаки, т. с. 


сы. 

. 
или оба члена съ плюсомъ, или оба съ минусомъ, или оба члена равны нулю. 
Но какъ абсолютныя величины # (а — Ъ) и $ (А — В) находятся всегда меж- 
ду 0° и 90°, то иа— Ъ съ величиною А — В необходимо одного рода, т. е. или 
обЪ разности положительныя, или обЪ отрицательныя, или объ равны’ нуаю. 

Отсюда получаемъ язвфстныя уже свойства: 

а) Во всяком сферическом5 триугольник большей сторонъ противолежите 
большай уг045 и обратно. - 

Ъ) Равнымиб сторонам противолежатё равные углы и обратно. 

Примтъи. Свойства сФерическаго триугольника, выведенныя нами изъ из- 
слфдован!я аналог, могутъ быть также доказаны или по Формуламъ Гауса, 
иди независимо, помоцию чертежа (С+. геом., теор. 6 и 7).. 


ГЛАВА ки” 
$ 5. 


Вычислене съерическихъ трнугольниковъ. 


Рашеше схерическихъ триугольниковъ вообше, какъ мы уже 
показали, заключается въ слБдующихьъ шести случаяхъ: 


СЛУЧАЙ 14. { 


Даны три стороны а, В и с; найти три ула А, В, С, 
Рьшеще. Одинъ изъ угловъ, напр. А; можетъ быть найденъ 
помонию уравнен!я 

6». __ (в а — (0$ Ь. (оз с. 

Ех Эш Ь. ше : } 
такимъ же образомъ и каждый изъ остальныхь угловъ; но какъ 
Формула эта нелогариемическая, то вычислене чаще произво- 
дится по слфдующимъ уравнен1ямъ: 


а ©, рву в. 
бт р. Эш (р— а) ть Ав 


тс = У 8 @— 9 а ФМ мр=;@+ь+9. 
Эш а. бт Ь 


Впрочемъ вычислене по хормуламъ тангенсовъ предпочти- 
тельнъе (см. прямол. триг. $ 12, т. 9). Здесь радикалъ долженъ 
быть принимаемъ только со знакомъ -{-, потому что каждый изъ’. 
угловъ 4$ А, { Ви & С менфе 90° (См. сх. тр. $ 4, теор. 5). 

Численный пРИМЪРЪ: - 

Пусть а == 72° 44! 26"; Ь — 4400 18' 207; с = 48° 50'. 49". 

Е: Мене вычисленя. 

р = $ & о) = 15° 44" 44" р — а = 43° 97 48", 
р — № = 5° 23' 24", р— с = 66° Би а 


РЕ 


Вычиелеще угла А Вычислеще угла В 
по Форм. Тё& А. ‚|. 00 Форм. Т& & В. 
105 5ш (р —ь) = 8,972825 10 5т.(р.— а) = 9.837452 
108 Эш (р — с) = 9.963544 юр’ (р — ©) = 9.963543 
10'5 Эш р = 0,045222-10 105 Эш р =0,045222-10 
1ю'а Эш (р — а) == 0,162548-10 10'5 Эш (р—Ь) =1.027475-10 
19,144139-20 20,873392-20 
08 + А = 9.572069 юр Тё 4 В = 10.436696 
{А 


28" 16" ЕВ — 690 54 181 
д № г 32". В = 139548/36". 
Такимъ же образомъ нАйдемъ что С = 31519/13". 


ПрРимвзры ДЛЯ УПРАЖНЕНТЯ. 

1) Данный: 8—2400%.5 2800.60. 

Искомыя: * АА; тий8 53, 291; В = 369464. 3415 56 ==28° 25/54". 
2) ны а = 20° 14! 40 Тъ — 39° т е = 50° 54' 42". 
Искомыя: ГА 93° 46'. 17} {В =47° 45! ‘с = 1159471451. 


СЛУЧАЙ 2. 


Даны три узла А, В, С; найти три стороны а, Ь, с. 
Рьщшене. Велавуе, п М по Формуламъ: 


| оз Р. С (РА) Соз (РА). Соз(Р—С) 
В У ЗеРИНИЕаНА А ее ИАА 
5} а— у Эш В. С. › 53 — у Аш: 


трос И СООО РЕ во. 
Соз(РЬА).Соз(РЬ-В) 

Преимущественно же вычиеляютъ по Формудамь тантенсовъ 
половинныхъ сторонъ. 

ПрРимМЗРЪ для УПРАЖНЕНТЯ. По даннымъ угламъ: 
А. — 114° 19' 40", В = 130° 49 451, С — 1316 54137" отыс- 
кать стороны. 

Вычисляя, получимъ: а = 87° 35'. 20", Ь = 123°_ 47’ 10", 
с: 2549259118459 

Другой. способ для рьшешя тозд се е случая. Вычисление триу- 
гольника по тремъ даннымъ угламъ весьма часто производятъ 
слБдующимъ образомъ: данному 'триугольнику АВС подетроивъ 
полярный А' В’ (7 (черт. 3), помощю данныхъ угловъ А, В; С 
находятъ стороны а’) Ъ', ‘е' повлЬдняго триугольника и. потомъ 
вычисляють его УЦЫ А В', С’. ’Отыскавъ исполневя угловъ 
изъ нихЪъ вычитая изъ’ 180°; поручить 


о и 6 1 


и ИЕ 


Пусть А = 107° 451.34 В = 692141" 40"; С — 4342. 9'48". 
Въ триугольникв А! В'.(!, полярномъ данному, найдем 1 
а/ = 480?- ет 79° 44" 96", 
я =. 180°- —.410°.48^ 20", 
= 180°- . —:48°:50” 527. 
че [6 в В' С’, (по случаю 4 ); получимъ 


А — 40° 56 327 а — 1309 37 о 
О ААщеныи В — 180 В’ — 40° 11" И 
8 


© == 3, 62! 43" е = 180° — С! —148° 47' 47 


СЛУЧАЙ 3: = 7 1 И 


„Даны двъ стороны а, 6 и улол5 С между ними: вычислить 
прошёя_ части. 
Ришенве. 1. Углы А и В вычисляются по двдующимь Фор- 
муламъ: : 
Зш + (&@ — 5) 
4 сыны В. 5 а ИВ 
$ (А — В) = С & ма + @ ми 
(оз : (а — Ъ) 
+ А-В) = (0% 3 С. 68 1@ Ри Откуда 
=} А-В) + $ д); В = А-В. 
2. Зная м“ А; найдемъ остальную! сторону по пропорши 
Эш с: 5 С = та: 5 А; 
или если извзстны А и В, то по аналоми. Непера, 


и: 
Та с = 181 ев: 


или по ЗЕ Гауса, . 
(оз & (а | 
Св фе = 5 } Сс и ыы 
83 (А-В) 
Друме премы для рышен!я‘этого случая см. въ примчанцяхь. 
Числвн. ПРИМЪРЪ. ПИ а— 96°, Ь — 80°, С—400°. 
ный ‘выцисленая. $ ( В) 88°, & а —Ъ) = 
25 вдо 
89; $ @аь 8051 : Н 
с: ; - 
С) Въ подобныхь влучаяхъ выгоднзе вычислять по Форму1В'.Гауса, потому. что 
18 3 008 (а -- Ъ) уже извфстенъ, или по аналог. Непера; производя же вычисяе- 
н!е по Формулв сивусовъ, можемъ, дая стероны с, получить д ис р%- 
шен!е. 


у. 


В ыы 


Вычислеще 1 (А — В); Вычислеше 4 (А -- В); 
№ 531+ (а — Ь) = 9.143555 | № (31 (а —Ь) = 9.995753 
№ (061 С = 9,993844_ И га 30 = 3,923814 
18’ Эш 4 (а + Ъ) = 0,000265 | 16 Соз + (а + Ь) = 1,457181 
12 Те (А — В) = 9.067634 | в ТЕР Е В) =11,376748 
о =. (Ал-ы Ву = 6°39753/,5] 4 (А - В) =87°35'44",5 
пы А = 94°45'35" В = 80° 55! 48" 
м Вычислеще стороны в, 
4 ух `вормул синусовъ. по аналог. Непера. 
9” 16 51 С = 9,993351 16 Те 4 (а Е Ь) =11,456916 


_-` № бща 37997614 | № 01 (АВ) = 8,699870 
< `` 5 А 59001209: | 1003 4 (А— В) = 0,002945 


_ № бас = 9,992167 18 Те —10,082731 
НЕСЯ 9) — 00950157", &е —50°25'28",5 
такъ какъ С > А, тоис > а. ве —=100°50/57". 


Приму 1. Въ геодези и въ астроном требуется иногда отыскать сторону 
с, не опредвляя угловъ А и В; въ такомъ случа вычиелене можетъ быть проивве- 
дено по Формулв С08 е = Ос а. Соз Ъ - ВБ а. б Ъ. Сов С. 


Вычислеще помошёю логарио.мов5 Выцислене помошею ‘заусовыт5’ лоза: 
тризонометрич. линй и лозариемов5 риомов5 сумм5 и разностей. 
чиселб. 

15 (08 а = 9,019235 (п) Подоживъ Сов а. бо Ъ =р,. 
18 Сов Ъ: = 9,239670 а Бта, Эт Ъ. 0086 = р,” 

т - 7 

1е Сова. СозЪ = 8,258905 (п) получимъ С08е = р + 4. 
Соза: Сов Б = 0,0181512 : ва 90884 оно, ко 
18 Эт а = 9.997614 $9 —3, Ни | Речи Ги 
15 Зш Ь = 9.993359 Ш р = 8,258905 (п)) ИТая_ 
16 Сов С = 9,239670 
в = - © +ру `получ. ит = 0: 971731 
9,230636 (п) |; р 
Эта. Бла Ь Соз С —=-— 0,1700733  Отыскивая по табл. А, находимъ 


Сов а. Со Ъ =— 0,0181512 9 р =? 
0) 9.274676 > 18 — 0,1882245 м. [= а 
9.274676 = 1 Соз 79° 9’ 3" ; и Ча = 9.230639 (п) 
В 180°— 79° 9' 3" = 1002 50" 57". 7 о тои — 
Е что и было найдено для Сов. с 
РЯ те А, противолежаний одной изъ данныхъ сторонъ, можеть также 
быть найденъ по нелогариемической хорму4Ъ` 
Сбор А. Эш С = Сов а. Зе 603 6. Сов Ъу 


__ Со а. Зш Ь | 
Со А =— Зи с — Сор С. Сов Ъ. 

а = 96°; Ь = 805; С = 100?. 18 (06 С = 9,246319 (п) Е 
12 Сов 8/57 9.021650 (п) 16 бов Ь = 9239670. # 
8 ой Ъ. = 9.993352 7—2 6;080619 со 8485989 (п) 

9 — 0.006648 — 0,10510% 
8 Эш С ь | 0,030619 


— 0,105104 со 9,021620 (п) 1 — 0,074485 = 8,872071 (п) 


ВИ 


12 Со 8594495" — 8.872071, сад. . 
А = 180°— 85° 4" 25" — 94° 15' 35". 
° 3. Вычислеве той же Формулы помопию гаусовыхъ таблицъ. 


Со а. Эш Ь 
Тр а 9,021620 (п) { Вычитая и отыскивая по 
15 Сов С. Соз Ь.= 8,485989 (п) } табл. С, получимъ 
0,535631 = 0,149549 у о: 
{ - 9.021620 п. ® що т 


12 Сор 85° 44' 25" со 8,812011 (*) 22’ 
Производя вычисленя для си А по сокращен. гаусов. таблицамъ 


Веги, съ 5-ю дес. знак По табл. КбШег (Га Гапае) 
получ. для стор. с. длл узла А. 
12 Соз а. Соз Ъ = 8,25891 (п Со а. бы Ь.. 

а ЯВ бов С — 9.23064 и 8 ти — 9.02162 
0,04403 со 0.97473 15 Сов С. Се Ъ = 8,48599 (п) 
9,23064 (п) 0,14955 со 0,53563 
9,27467 (п) (см. выш. прим. 1). 9,02162 (п) 


А (6. у 32 и3). 
8.87207 (=) (см. выш, прим; 2 н 3) 


4. Производя вычислеше 2-го случая помошйю вспомогательныхь угловъ, 
нли, ‘что то же самое, помощю отековъ сторовъ и угловъ Е 
получимъ для с. 

Сов с —= С03 а. Сов Ь -- Б а. 5 Ь Сов С. 

Разлагая данную Формулу, помощ!ю всномогательнаго угла ф на двЪ зога- 
риемическя, или, вычисляя по прямоугольнымъ триугольникамъ СВО ‘и АВЬ, 
получимъ 


Те * Те а. (08 С (черт, 6, № 1) 


Соз & 
Соз в = С ф° Сов (® — ф): 


Позожнвъ а = 96°; Ъ = 805; С = 100°, и вычисляя, 


получимъ Ва стороны с. 
12 Те а = 10978380 16 Сов а = 9,019235 (п) 
18 (оз © = 9.239670 15’ (оз ф = 0,285830 


16 Тё Ф = 10,218050 18 Соз ($ — Ф)= 9,969610 
ф = 58° 48' 53". 1 Сов с = 9.974675 (п) 
слЪд. с = 180° — 79° 9' 4" — 100° 50' 57". 
Примьч. Понятно, что задача эта всегда даетъ только одно ръшен!е. 


СЛУЧАЙ 4. 


По данным5 двумз узлам А, В и сторонь е, кс ним при- 
лежащей, вычислить прошя части. 

Рьшенве: 1. Стороны. а и Ъ найдутся помопйю неперовыхъ 
аналог й 


т 


(=) Вычислен1я произведены по таблицамъ Цеха (есь’з Та{, 4ег Ааан. ап. БаЪ- 
эг. Гор.) Предлагаемъ эти же вычисленя произвести по мореходнымъ таблицамъ,. 
изд. Морскимь кадетскимъ корпусомъ. Си. табл: 53, логар, Гауса, для на 
суммъ и разностей. 


В и 


1 (оз 4 (А-В 
8 а) = 4 з ЕВ, 
9ш 4 (АВ) , 
4 (а —Ъ) = Таз с За А-В) 
откуда Е = 4 (а-- 5) —@— 5). 
2. Зная стороны а, или Ъ, найдемъ уг. С. 
о Эш с. в А _ Эс. ба В. 
ти В Ре т Б = 
но какъ Формула эта можетъ дать двойное р®шене, то тан 
вычислять по аналоги Непера 
А . - з 
сое ь +В ©) 
Если, наконець, желали бы опредёлитъ уг: С, независимо отъ 
сторонъ Ъ и с, то, производятъ вычисленше по ФормулВ: _ 
Соз С —= 5 А. В. Созе — 0% А. Соз В, разлагая ее, помощю 
вспомогательнаго угла, на дв логариемическия. 


Примтч. Понятно, что при Заданш этомъ всегда получается только одно 
` рЪшеве, которое помощю полярнаго триугольника; можетъ быть приведено 
къ рЬшев:ю по случаю 3- -му. 


СЛУЧАЙ 5 


Даны деть стороны а, $ и уз. А, противолеждина одной изё 
нихо: найти прошя части. 

Рьшене. 1. Утолъ В найдется изъ Е. 
Эш Ъ. 5 А _ к 

ша 
2. Уголь с найдемъ изъ уравневя 


(оз (а ЕВ) __ Тк (А ый Эш 4 (а Ь) 


Эш В = 


г ;0 18 и - + (а—5) ба 4 (а— 5). 
3 Наконецъ сторону с ны изъ Формулы 
Эш С. бша 
5ше = о д о 
лучше же‘ опред$лять ее помощи‘ ‘уравнешя эму А 
оз # (АВ) о АИ. 


же ни т 5 а 1 (А — В) 


(#). Уголъ с можеть еще короче быть вычиеленъ по Формулё я (см, зад- 
З-ко случ). 


ды Зы 
РАЗБОРЪ СОМНИТЕНЬНЫХЬ СЛУЧАЕВЪ. 


_ Вычиеляя уголь В по формул синусовъ, вообще можемъ по- 
лучить слздующие редультаты: Эш В = 1, За В 1 и $ В 
2 или, что тоже, 15 Зт В ==40, 15 нет би ВХ 10. 

\. По первому изъ этихъ результажовъ заключаемъ, что 
данный триугольникъ есть прмоуины при В, и сльдоват. 
имзеть только одно рьшеше. 

2. При второмъ заключаемъ; что триугольникъ не.возмо- 
женъ. 

3. Наконець при послЪднемъ р, случаевъ находимъ, 
что В имБетъ’ два значеня, дополняюцМя другъ друга до. 180°. 
Что бы узнать, которая изъ этихъ величинъ дфйствительно ‘Удо- 
влетворяетъ рьшенйо; надо руководствоваться извфетными  пра- 
вилами: : ех 
а). Большей сторон® противолежитъ и больший уголь, а рав- 
нымъ еторонамъ противолежатьъ равные углы. 

Ь) Если сумма двухъ еторонь менъе 480°, то и сумма угловъ, 
имъ. противолежащихъ, также мензе 180°; сльдовательно, при та- 
комъ задани, уголъ противолежаший меньшей сторон есть острый. 

с). Если сумма двухъь данныхь сторонъ болфе 180°, тои сумма 
противолежащихъ имъ угловъ боле 180°; елЪдовательно. при та- 
комъ задани, уголъ противолежащий большей сторонЪ есть тупой. 

4) Если сумма двухъ данныхъ сторонъ равна 180°, то и сум- 
ма противолежажих имъ угловъ равна 480°. 

Во вевхъ прочихъ случаяхъ уголъ В можотъ имвть два зна- 
ченя, а слвдовательно получатся два триугольника, удовлетво-. 
ряюцие требованшю (*); трет же уголь С, или`С), и третья 
сторона с, или с). для каждаго изъ этихъ триугольниковъ '`дол- 
жны быть вычисляемы 06060. | 

Чисявнни. прим. 4. Пусть`а == вое. $ = 603; А = 40°. 

Вычиеляя уголь В, получимъ 105 Би В. = 9, 152246. 


Предварительныя вычиеленя для отысканя остальныхъ ве- 
лИчЧиНЪ. 


а 5 <180°, сл. и АВ <180°; |+ (А В): = 37° 12/36; 

притомъ ‘а > Ъ, ельд. А > В, 1 (А -- В) ==2° 47' 24"; 
а потому В. < 94° ‚В аа ==-70°; > 

Ву 343251131 + сои, тай 


"@) Сльдоват. `войственаыя рьшен!я могутъ  получитьея только при ‘слвдую- 
щихь усломяхь: а | 5 180, < Ь, АХ 90°; или при е 
а! -- 63 18059; ББ А>> 90°. 


— 86 


Вычиелене стор. с. 
№`Тб $ (а — 5) = 9,246319 
То 54 (А- В) = 9.781568 
15' Эш + (А — В) = 1,312705 
& То 5 е = 10,340592 
ук $ С ЖЗИ 4 е = 65°27'54" 
= 150°27'14" в = 130°55148". 
_ ПРЕШЗРЪ 2. Пусть а = 20°4 6/38"; Ь—56°1 9140"; А—=20°9'55"'.. 


Вычисленше угла С. 
6 С + (а + =9 ,534052. 
№ 1 (А-В = 9, "880425 
12’ Сзз (а—Ъ) = 0,006648 


2 СШ & С = 9.424425 


Вычислеще узла В. 
12 Эш Ь —= 9.920240 
№5 А = 9.537476 
19' Эша = 0,460218 


18 5: В = 9.917934 
В, = 5559/30" | два 
Ви = 19457/30" {| рёш. 


а < 180°; АВ < 180°. 
Вычислеще узла С, 
с Тё + (ВА) =10,106879 
" $ (6- а) = 9,792961 
№ Эша (5 — а) = 0,509428 


16 бош С, =10,408565 
С, = 2119/20" 


С, = 4253840". 
Вычислеве стор. с, 


15 Те } (6 |2) = 9,897530 
14 Сов 1 (В-ЕА) = 9,896413 
15' (оз # (В,—А) = 0,021438 
6 Тиз с = 10,815381 

+ о, = 33040129/ 

с, = 66220'44" 


Предварит. вычислен!я для 


отыескан1я прочихъ частей. 
1 а) = 38° 18' 9" 
# © —а) = 48134" 
4 (В-ЕА) = 38° 1' 12" 
$ (ВА). = 4725118" 
3 (В,--А) = 72° 8! 42",5 
° 3 (В—А) = 51° 581 481. 
Вычислеше ула С, 
№ Та + (В, А) = 9.508022 
№ 5ш& (Ъ --а) =9,792261 
№'5ш& $ —а) =0,509429 


в СС, = 9,809712 
$С, ='57°10'8" 
С, = 144°20'4 6". 
Вычислеше стор. су 
№ ТЕ 4 (-а) = 9.897530 
в Со; 4 (В/--А) = 9,486586 
№’ Соз4 (В,—А) = 0,210464 
15 Те е, = 9,594580 
$ е) = 21027'48" 
су = 42°55!3 6", 


Располагая искомыя по триугольникамъ, получимъ 


для ЛВАВС 
В, = 55°52'30" 
С, = 114920146" 
с, = 6652044" 


для ЛАВ С 
В, = 19497/30" 
С, = 4273840" 


ву = 4955/36", 


потому что бёльшему углу С, должна. противолежать и бёль- 
шая сторона с, (черт. 21) и притомъ углы АиВ,, прилежаще 
большей сторон ©,, должны быть однородны, а углы А и В,, 
` прилежание меньшей сторон _с,; разнородвы. Выборъ этихъ 


` 


2 


звеличинъ ‘основанъ:на томъ, что если’овысота/падаетъ внутри 
триугольника, то углы, основаню вы однородны, &.в® 
противномъ случа разнородны: >. 

Прилиьч. Если вычислев!е углов» С, и Си производить. по аналоги, въ ко“ 
синусахъ полусуммы и полуразности сторонъ, то искомыя величины С, И Си 
получаются, безъ` перестановки, ‘прямо соотвЪтбственно по’ триугольникамъ. 

Принпро` 3. ка ао ета 40 7". 
го ба Б.А | 1 
Вычисляя В по Формуль, Зи; В = чтниаяй } получим 
5 Ъ. Эт А > Эт 8, ыы т В > 1, а потому ыы не- 
возможень, | 


"ПРИМВРЫ ‘для УНРАЖНЕИ!Я. 


Данныя |. Рашене 1-0е__ и “‘рёщене 9-е’ 
а —= 31°. |, В, — 26° 49' 381 В 153° 10’ 92" 
Е, ‘с, к бе. 
АЕ 10', 1: | бьбев 60° 981 Зы] ви, 9 55! 361 
81841399570 ВЕ -75% 025 С: В} = ,404°159' 8 
80° 39' 98" СЕ -709 ВБИ С) =4389150^ 14" 
Ао аНо: || в, ЕЕ -749.54/ ЗИ с == 437%99' 5", 
СДУЧАЙ 6. 


Даня два дла А, В. и сторона (а), противолежащая одно- 
му изо пит: вычислить прошя. части. 

Риш..\.. Сторона. Ъ найдется по уравненю 
Эт а. Эш В 

НА: 4. 
2. Сторону © молучаемъ изъ Формулы 
(084 (А-В 91 1 (А-В 
Тафе = рее —5) Е ь 

3. Уголь С можетъ быть вычисленъ по’ уравнешямъ 
: (оз 1 (&а-ЕЪ 9 4 (а Ъ) 
Сов С = 24 (АЗ ЕВА Е) 

Разбор сомнительных случаев. 

Вычисляя сторону Ь по Формуль синусовъ, и здФсь, какъ въ 
случав 5-мъ, получимъ для Ъ два значеня, дополняюния другъ 
друга до 180%. Но какъ большему углу противолежитъ боль- 
тая трое, то при В - А < 180° иь-{а < 180°; если же 

и — притомъ а.> %» то < 90°... 
Когдь В {А > 180°, на».90°, то и 90°, и наконецъ, 


а В — 


8 


— 58 — 


‘когда В + А = 480°,; то Ь должно удовлетворять 
равенетву Ъ -+ а == 180°. 

Вообще рьшене этого случая; ломошйю триугольника ему по- 
лярнаго, можетъ быть приведено‘къ ‘р шен!ю задачъ, изложен- 
ныхъ въ случаз 5-мъ, поэтому и здЪеь триугольникъ можеть 
иногда быть невозможен, или имфть два рвшевя. (*) 

Численный примтр. Даны: а = 44° 55'5"; В = 152° 3110"; 
А = 100° 2/4". Вычислить прочя части Ь, с, С. 

Производя вычислене по предложеннымъ Формуламъ, полу- 
чимъ, что вычисляемый триугольникъ имъетъ одно рюшенше, по- 
тому что В А > 180°, сядь + а> 180°; ноа < 90°, 
слЪд. Б > 90°, откуда Ь = = 160° 21' 47". 


Для прочихъ частей находимъ: © = 142° 10' 56" 
№2 С = 469% 24" 35". 
и ПРИМЬРЫ ДЛЯ УПРАЖНЕНЕЙ. 
Го ( Данных : А. — 44510/41И; В — 33522145; а — 5445321. 
чат Иском. : Ь. == 37747148 в = 74551150" С = 119°55/61: 


2. Данныя`: А = 71°26'19"; В = 52°33'46"; = 56°23'42", 
| ЗА “Иеком. {-а==.83°555 9 ОЕ 413°21/49% &=1405°39'3"; 
ты | а, = 9655; — С, = 1297/3291; с, = 195°39'90. 


ОБЩЕЕ ПРИМЧАНИЕ КО ВСБШЪ ШЕСТИ СЛУЧАЯМ. 


Разсматривая рьшенныя’нами задачи, находимъ, что глав- 
ными случаями могутъ быть названы: 1-ый, Зи 5=й; осталь- 
ные же ‘три: 2-ой, 4-й и’ 6-й, помощио полярныхъ ‘триуголь- 
никовъ, могутъ бы приведены къ а первыхъ. ” 


‚ЗАСТВЫЕ СВУЧАИ РЕШЕЕТЯ КОСВЕННОУГОЛЬНЫХЬ СФЕРИЧЕСКИХЬ ТРНУГОЛЬНИКОВЗ. 


Задача 1, Если в триуюльникь АВС (черт. 18) даны двъ 
стороны 6, с, которых сумма 6 + с = 180, то такой триу- 
гольникъ можеть быть рьшенъ помощшо триугольника Но 
бедреннаго или прямоугольнаго. 

Пусть даны а, Ъ, с; Ь-|-с = 180°, то ив С= 180%. 

Продолживъ стороны а, с до взаимнаго ихъ пересвченя въ 
точкв В! (черт, 18) получимъ равнобедренный триугольникъ АВ’С, 
въ которомь АСВ! = Ра В и АС — =: 2%... & проведя дугу 


()  воНетвеннобь рышещя можеть быть только пря условйхь: 
А+ В< 180°, А < В, а < 90°, мВ '186°, р Если же 
51 А т а; Эт В; тб триугольний Невозможень. = | о 


$ 


в 
6. кр. АБ 1 В'С, получимъ равные прямоугольные триугольники 
АБС иАПВ'. 

Рьшая одинъ изъ этихъ ‘прямоугольныхь о 
напр. ^ АС), по даннымъ АС = и СО —90° —, найдемъ 
Д СА0=90°— !/,А, и / АС = В, сл довательно получимъ части 
триугольника, равнобедреннаго, по. которымъ найдемъ неизвъет- 
ныя части даннаго триугольника. Можно также. по хормуламъ. 

(05 & А = (05 $ а: би Бу. С05В = Сов фа . Со, 
непосредственно получить искомыя . части. з 

Примтры. для упражненй. 

1. Даны: А, Ъ, с; Ъ-Е е=180°.12. Даны: В, Ь, ©; 6 с = 180°, 

Искомыя а, В. наход. по! Форм. . а. а. наход. по.Форм. 
‚Со; $ а = С.А. ЗшЪ, Та А = (05. Те В, 
Сощ. В == Созь.. Сож А. | (084 а = Со В. Т&ь. 

Задача 2. Вычислить триуольникв, в5 котором сумма двухз 
данныхг узлов равна 180°. 

Вычислеше производится, по ‘предыдущей задачь, потому что 
если А-В =180°, то иа-НЬ == 180°. 

1. Пусть въ триугольникз АВС (черт. 18) даны а, В, С; при- 
томъ В.-- С = 180°. Сдвлавъ тоже построеше какъ и въ преды- 
дущей задачъ получимъ равнобедренный С АСВ', который перцен- 
дикуляромъ ДР разсфчется на. два равныхъ прямоутольныхъ три- 
угольника АРС. АБВ'. Вычисляя части одного изъ прямоугольныхъ 
триугольниковь можемъ поруч неизвЪстныя части. даннаго 
триугольника,, 

Примьры. Даны: а, в, с; в+6= 180°. | А, ь най- 
дутся по Формуламъ. 

Эш { А = 5 фа. 5 В; Со Ь = Теда. 00$ В. 

2. Даны: Ь, В, С; В | С ==180°.13 Даны: АВ С;В, С =180°. 
Искомыя` А, а, найд. по Форм, |Искомыя а и Ъ находимъ по Форм. 

Та 4 А = Со. ТёВ, Зш фа = Ш & А ; 9 В, 
Со $ аз (оз. В, Тё Ь. (05 Ъ = Со В. ТА. 

Численный прРИМЪРЪ. (къ зад. 1). 

Данныя: с = 161513'5.3"; Ь = 18946'54,1"; В — 36°42'10". 

Иском.. . С. =, 4435471507; А = 69726'34 ,8и. а. = 149718'34,6!. 
„Эти же величины могутъ ‘служить для составлея числен- 


наго, примфра и на вторую, задачу: наприм. рышить кос- 
никъ по даннымъ С, В и а? 


= Я 


$ 6. 


РАЗБОРЪ СОМНИТЕЛЬНЫХЬ СЛУЧАЕВ ПРИ рЪШЕн и 
©. триугольвиновт. 


2: НЭС ДОВАНТЕ оо ЗЕРТЕЖА. 


. 
к 


При рьшеви задачъ, относящихся къ Аян поствднимЪ (слух 
чаямъ (случаи 5 и 6), мы видёли, что если ‘искомая величина 
опред®ляется помошию  ея’еинуся,“то вопросу ‘иногда могутъ 
удовлетворять д6% величины, '‘нотому ‘что тоть’же’еинусь’ мо- 
жетъ соотвфтотвовать двумъ ИСПОлНИРеЬНЫЬ угламъ, ‘обтрому 
и тупому; или одно ‹тонвко рёшеён!е, при синус, | оврЯ- 1 
или ‘ни ’0дноо, при: синусв большемъ °1. в 9 

Так случаи называются сомнительными. И вопробъ соето- 
итъ вЪ томъ, чтобы опредълить чёртежемъ: ‘4. 'Въ которыхъ 
елучаяхъ Засбрванныи рашеня ‘находится въ ‘самой ‘сущности 
вопроса, и когда она есть только кажущаяся. `2. Когда вопроеъ 
совершенно иввозможень 7-3: Вели ‘вопроеъ`дЪйствительно‘им- 
етъ двойственное рьшен1е,. то какъ’сочетать аа и» най- 
денныя шесть ‘искомыхъ ‘величин? Г.! 

Если ‘на ‘поверхности нара’ возьмемъ 29 божьшарой круга 
ВОВ’О', (черт. 22) и изъ какой либо точки С проведемь окруж- 
ность Банин круга ОСБ’! перпендикулярно: нъ окружности 
ВОВ!" и ивеколько ‘дугв ^ наклонныхь' СВ.СВ’,СН, то о 
геометрическихь построевй нетрудно доказать, ао ннакотума 

1) Перпендикулярная дуга СО, мёньшая 90°, есть наимень- 
тая, а дуга СО’ есть‘ наибольшая изъ-.вс®жь/думь” боябшаго 
круга, которыя можно провести между данною очко ря и ия 
воначальною-‘окружноетно 'ВОВ'О". 

'’2) Дуги ОВ, СВ’, ее ни отъ' сомовайя `перавидя- 
куляра, равны. '^ 

3) Изъь двух” дугь ОН: СВ б. и ругв, пдущиесь къ начадъному 
кругу. отъ какой ‘либо точки С, при перпендикулярв 6Р; мень- 
шемъ 90°, та дуга больше, которая бодфе удаленахотъ основа- 
ня перпендикуляра; а при дуг СП’, большей 90°, та меньше, 
которая боле удалена отъ невини ‘ пернендикуляра; Я 
С0':> @Н > ©6В5>: "60; ‘ствд. косвенный ‘дуги. ‘увеличиваются 
при постененномъ ‘удаления “изь ‘отЪ’ СО’къ СО’ == 180°— ©. 

Пусть, при’ с ава. — 2 вк р в "А «у м и 
ь < 90°. <. ооеар РНК Об 
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На сторон ‘АС. даннаго’ ©Ф; ‘угла А ‘отложивь Або и, 
проведя къ `АВ"А’ перпендикулярную” б: ‘кр. ‘дугу СВ: == № 
получимъ ‘прямоугольный АСВ. въ ИЕ (што. право Ни 
51 В —= 5 Ь ба А (черт: 93, № 1). ЯВНИХо й ЭЖ вт] 

Но.какъ. СО! == Весть наименьшая дуга» то сторона(а)’ мо- 
жетъ имфть различныя величины; ‚притомъ, чтобы триугольникъ 
бышъ. возможенъ; необходимо, чтобы: было а > В, что. иовоста- 
вляетъ’ первое ‘услов1е. возможности задашя: при А. <. 90°: п 
По этому Г при А <{90°если:4)) а, о два рьшен)ОАСВ „АСВ 

и при о. 9090 1! при мк 

2; Велига == ,тодно: рВшеше, р `АОВУ нимннах кмуа) 


3. а >; ` = -<180?|а <480%-—Ъ одно, и АСВ 
при’ этомь / аль = 1803 а.=480°— № ни’одного б э^Вм)у ‘> 
могутъ Бони 180 >48 0. -=Ъ ни одного (— Вии 


Ц. А, <. 90°. 5>.90°, притомъ,а >. В. (черт, 23, „№ 12) 
1). а. < а ь, < 180°, 2.<.480° т, два Ш. бароны 
оао, эвтео8о —Ъ, одно. р®ш. 

э1а=ЕЬ,>.480°, а 180°—Ь _одно; рёш. и 
2): & =\ (ни, одного р\ышения, о ии: 
3). а.>. ты не возможно. (› „Я ©: 
Примъч. При Ь = 90. + 
: а. < Ь, два рёш; а > Ь, а = Ь ни одного, | 
Ш. АУ 90°, 5 < 90°; „И СР, наибольш: 
ие а, т ь Сер 23, № вр 
, 5 а Ё- Ъ, певозмоли. че р не 908 вр под 
НЙ а = г невозможн.” : [2 
3) а р Ъ, |0 < 1802, а < 180-55) Ут 5 
а ь = 1803. а=180-—Ъ, дно В 
[-ь > 1803) &- >” 180% а два, рёш,“ голяэуной 
ТГУ. А я на Ъ в> 90°; Пи Со’ ` наибольт. [= 
Ч-НА Ча (бер: ‚235%. 4) сан 
О а < ь ЦЕ < 18051 2<180°'— Чевозм. 
Ув Ань —480°, гал 4809 == невозмл ахаоа ой 
Ча 180°, 8 тр 480” ея охно` Пао Тит нА 
ь ие а = Ъ, одно ры — В ее ро 
3) а = р два рьшевя. т аа 
гв орви. 1 Шри: №: =: 9075 гжоте а00 эёвоочлой” (*) 
а и ‘ва рьш а < ”Ь; дн иатеыаоэух ‘ии оды 
"Прима, 1. Саучаь подучаемые при А — 90°, быши уже 
изслвдованы при рёшенши прямоугольныхъ сх. триугольниковъ. 


а 


тачг оиго 
} ! 


ПИ вЯХ 


Ра 


Примту. 8. Основное: уравнеше. При всвхъ случаяхъ ' не- 
обходимо, чтобы было Эша > 5 В, поэтому, для возможно- 
сти задашя,. величина (а) должна ‘находится между № и 180 — №, 
дуга же В одинакова съ угломъ АД; 

Дъйствительная двойственность ръшешя существуеть’ толь- 
ко Тогда, когда а менъе`Ь и ея исполнен, при А:остромъ (Г; П); 
или’ когда а болье Ь и ея исполнения, при А тупомъ (1, НО): 
Наконець, въ дьйствительно двойственномъ ‘ршенш, касатель- 
но выбора соотвётственныхь частей изъ шести `отысканныхъ, 
необходимо замфтить, что больший уголъ С, содержимый между 
двумя данными сторонами, заключаеть въ 'себЪ. и перпендикуляръ 
СО; или СО’, а отеюда видно, что въ этихъ ‘случаяхь_ ббльшее 
С должно сочетаться 5 ббльшиьм5 с; и сг тьиз В, которое 
однородно с5 А; откуда второе сочетане выходить само собою: 

Примпч. 3. Черезъ разсматривае свойствъ триугольника 
полярнаго данному, по предложенному нами’ изслдованю 65-го 
случая, можно. составить подобную же таблицу и для воЪхъ раз- 
личныхъ задай 6-го случая. Для: этого нужно только замЪ-— 
нить А величиною 180’ — аи обратно, вмЪсто а подставить 
180°—А; или, что одно и он вместо А, ®, Ъ подетавить а, А, 
В и обратить знаки < и >. 2 

По этому, не входя въ дальнфйния подробноёти, мы прямо 
заключаемъ, что разсматриваемый нами случай: 

Допускаетъ В. >> 90°, А <В, А-В ря 180°, {5 > 90°, 
одно рёше-|® > 90 р < 90. АВ, А-В = 180°, < 90°. 
н1е В > 90°, А < В, А-В 218015590". 

в < 90° ЗА вАВ> 180°;|Ъ < 90°. 


Допускаетъ 85 907 В.> 90°, А> В. 


два рёше- | 2 В < 90, АВ > 180, 
ща. и {В >. 90 А < В, А-В < 80 
| оные ЧА < Ваз я 


Во везхъ прочихъ случаяхъ-вопросъ не иметъ рышеня. 
Аналитическое изсафдоване этихъ | вопросовъ точнЪе, ‘показываетъ всБ слу- 


чаи возможности и невозможности задавя (*). 
> 


(=) Подробнфе объ этомъ предметВ можно найти въ. схерикв Шульца, а так- 
же въ его диссертащи,. удостоенной: академической прези: Пе сазриз ат 1 18, 401 
32 гевоайоле , $4апещогита врваемеогила осситгии$ ес. сонииеле аЪ Асаденма 
Енег Наепз её УНер. ©0п80б. реа огпаба. ай м также'В. Нешьтав: ых са- 
зи’ атрсогии ес. . | НИ у 
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и 2. АНАЛИТИЧЕСКОИ ИЗСЯФДОВАНТЕ СЛУЧАЯ $5: 


По даннымъ а, Би А можно отыскать величину © изъ главной Формулы 
Соз а —= СозЪ. Сов се. -- Бщ Ъ. ба е. С0з А. 
Величина с. въ этомъ случа$ можетъ быть найдена, если мы ‘какъ 511 с, такъ 
и Сов с выразимъ помощю Те $ с. Но изв$ено, что 


. , $ Е а 
Эм с = 291 фе. (08 1с = 9 Те о. 008 *1 с = З Те фе, т Те? &е 
я 1— Те &с 
= С, «4 реле, — а РНЕ т 
Сов = АРВ т 0-ой ор ОИ 


Подетавивъ найденныя величины въ главную Формулу, получим ураваеше 
2-ой степени 


(Сов а-НСоз Ъ) Тв 1 ве — 9 5 Ъ Соз А. Те $ е = С° ь — > боя 2: 
БштЬ Соз А Уз а— Эр бт А 
Сова Сов Ь НН усе 

Хотя эта Формула не можетъ быть вычисляема непрерывнымъ' логариемо- 
ван1емъ; но за то помопию ея можемъ съ точностлю опредЪлить, при какихъ 
условяхъ данный для рфшеная триугольникъ можеть о два р5шен!я, 
когда одно, и когда ниодного. 

ПосаЪднйй изъ этихъ случаевъ очевидно будетъ, когда’ Эта < Эш Ь Ба А; 
сяЪдоват. для возможности р-шешя необходимо услове ша = бщ Ь 5 А, 

пли Эт в > Эш Ь ба А. 
Эт Ь бт А 

Эта 

При 9 а = Эм Ъ Зо А коренная везичина уничтожится, а потому уни- 
чтожится и двойственность р'5шен!я, которая. зависить отъ двойпаго знака 
при радикалЪ. 

Если 5 а >> 9 ЬБ В А то, говоря вообще, триугольникъ можетъ имфть 
два рЪшен!я, но эта дараствонйоет идетъ только до извЪстнаго предЪла :; 
а именно, такъ какъ с № 1805 из с ХФ °°, то Те & с всегда долженъ быть ве- 
личиною. положительною, слЪдоват. знакъ минусъ (—) при корни т 


откуда Те $ е = 


Впрочемъ признакъ этотъ очевидевъ изъ уравневшя Эт В = 


принимаемъ до тЪхъ поръ, пока Уз АРВ 5 А < Эшь, 00 А, 


т. е. дд Зпа < 5 Ь, потому что 
‘если 51? а — Бы 3. бы* А < $ 0С%&А, 
то ба < ЗшаЪ (08° А -- 51? А), 
или ша < 5 Ъ. | 
Отсюда видно, что разсматриваемая нами двойственность можеть имЪть 
мфето только при условш 
бт Ь бш А < ша < В; 


но она изчезаетъ при Эш а а Бут Ь (саЪд. само. собою и при бт а ЗшЪЬ Эш А), 
Изъ`выведенныхъ нами изслЪдовав1й находимъ: 


с иметь одно значеше при ша аш Ь; 


с«.,.» два значен. при Эш а < Ба Ъ; если въ тоже время Зта>> 19 ЫбшА; 

64:. и» односзначене при! Эт а = Эт Ъ, бт А; 

с... невозможно: при. Эт`а. < Эш Ъ. ВА. , ьы а 
Примъч. При задав1я триугольника по случаю“ 5, вычисаёще, какъ мы ви- 

дли (случ. 5), обыкновенно начинаютъ ‘опредЪленшемъ ‘угла-В. Но, ‚вычисляя 

по. хормулВ винусовъ,. найдемъ-два значеня: одно ом угла остраго, другое дая 

тупаго. | гяннивочУй 


ВИ 


При Бш а >> 5 Ь не: можеть ‘быть: сомнВнйятвъ ‘выбор; потому что боль- 
шей сторонЪ Нови и больший уголъ; при Эт & < 51 Ь двойствен- 


ность остается до тёхъ ‚поръ,. пока не позучимь, Эт а = Эа Ъ. 


‚Остальный. части си С отыскиваютея по пор 


3. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ЮЗСИЗДОВАВИЕ СЛУЧАЯ 6. 


По давнымъ А, В ша величина С можетъ быть отыскана изъ уравнен!я 
Соз-а. Эт В; Зы С = (08 А -| 003 В. 0036..... (2), 
въ которомъ величины Эш Си Сов С выразимъ помощю Со $ 6: = 
2 бою С СС -—1 И аБФ 
ЕС Е Г ОБЕ ——_—_—_—___ $4 = 
Но 5 С = а; ЕЯ 45 и Зое 
подставивъ эти Формулы (во 2), получиыъ равнене 2-ой степени; рЪшая его 


найдемь Е > 4 
- обоев Св озар = Ут — МВ Е УИ 
но он 908..А ЗЕ Сов В 
Изсафдуя. это о уравнеще, какъ въ.5, слузаЪ, подучимь сафдуюцие оконча- 
тельные результаты: . „фойконно виа ев р 
дс их одно: значене. дла: ЗшоА = ЭВ; Е инок И 
2) С;..., два значен!я для 5ш А = Эш В, о Аа 


| если` ‘притомъ 5т А > Эта 5 В; и = 

3)С,... . одно значеще. дая Эш .Аг= Вага. бт В; бел Я №5 Г 
4) С невозможно для 5 А < Зша Зв В. . | 

ры При ети триугозьника въ этомъ чье оС ‘спбрва 

Эт В . 

сторону Ъ по Формул% Эш Ь = т ых . ша. 

Ее Эш А 2: Эт В, то сома я въ выбор$ быть не можетъ, и величину 
Ь берутъ’ такъ, "утобы большему углу противолежала Фольшая. сторона; 
для "т "А т "Эла. В двойственность р®шенйя_ остаетвя до тЪъхъ поръ, пока 


Эа ‘уг 2% о а Эт В. станы части Сис вычисляются по анахогямъ Не- 


пера. 


‚ОБЩИЙ ВЫВОДЪ ДЛЯ $ Р 8 СДУЧАЕВЗ. 


Въ обойхъ разсматриваемыхъ нами сзучаяхъ (5 и 6), изъ данныхъ величину, 

двЪ части лежать, рядомъ, а одна. отдЪльно; О Па 
въ 5-мъ случ., рядомъ А и Ь; отдЪльно а, и} ‚. и 
» 6-мъ. .., рядомъ аи В; отдфльно А, ® 7 

Въ обойхъ случаяхъ уголъ съ угломъ, и сторону со сторовою будемь назы- 
вать. величинами одноименныии.. 

Изъ предложенныхъ нами. изслдовавй можно вывести дбиеа правило при- 
знаков возможности и невозможности для обоих5 случаевв. 

1. Если бт. отдфльно столщей части менфе произведен!я синусовъ двухъ 
рядомЪ ‹стоащихъ частей, ‚то: триугольникъ невозможен; задаве невЪрно: 
` 9. Если бщ. отдфльно стоящей части болЪе или равенъ бт ‘охноименной ему 
части, или равенъ произведению синусовъ двухъ ‘рядомъ стоящихъ частей, то 
триугольникъ. имфетъ одно’ ръшене. 

х:ЗлВеаи „Эт. отдвльно стоящей части менъе синуса другой одноимённой ‘ему 

части и притомъ боле ‘произведен1я спнусовъ двухъ’рядомъ стоящихъ’ час= 
тей, — триугольникъ имфетъ два рюшеня. 


`= 85 = 
ЗАДАЧИ, 


РЕШЕНИЕ КОТОРЫХЬ ОСНОВАНО ВА СФЕРИЧЕСКОЙ ТРИГОНОМЕТРИИ. 


Чтобы ‘показать пользу сферической: тригонометри въ многообразныхь ея 
примфнен!яхъ и, вмЪстЪ съ тЬмъ, дать нЪсколько примфровъ для р'Ъшен!я се- 
рическихъ триугольвиковъ, предложимъ несколько задачъ. 

ЗАДАЧА 1. Вычислить обеим наклонназо парал. телепиеда, ‘Зная ‚длину 60 
ребер и величину узловз, ими составляемыхе. 

Рюзшенае,. Пусть въ данномъ. паразлелепинель (черт. 9%) ребра ОР = р, 
00, = 4, ОВ = г составаяютъ углы 800, = а, РОВ =Ъ, 90Р = с. Проведя 
ВК и ОР, В Вы Е Ро и соедививъ 3 и К, На йдеМ что К | ОР; притомъ 
получимъ два прямоугольныхьъ триугольнака ВОК, ВК, въ которыхь 7. ВК 
равенъ углу иаклонев1я плоскостей ВОР, ВОР. 

Точку О. принявъ за цевтръ, произвозьнымъ радтусомъ опишемъ" шарозу№ 
поверхность, которая пересЪчетъ ребра, паралчелепииела въ точкахъ А, В, [7 
и такимъ образомъ составится сфер. триугольникъ АВС, 

въ которомъь Д РОО — - АВ — с, 
ДАРОВ, = 52 Аб Ъ; 
Д 908 = + ВС = а. 
Изощадь параллелограмма Рб) = р4 5щ с; слд. 
объемъ паразлелеципеда У =: ра Ба с х 845; 
но В) = ВК За А; в ВК = ОВ. Ш = т бы, 
сад. ВЛ = г. Бш Ь. 91 А, а потому 
У = раг. Ям Ъ ВБ с Эт А. 
Притомъ уже было доказано, что #7 


Эт А=2 51$ А.Сов $ Ар ея ы Ик (3—а) Зщ (3-5) а $ в 
гдВ 95 = аъ с), нь : ) 
У '=12 раг у = 8, (3:8) За (8 — ) 8 (3—6). а 


„Примтч. Газдвливъ вторую часть уравнен1я ‘на‘шесть, получим ‘объемъ 
четырехгранника, иди трехсторонней пирамидьт, выраженный ‘помощю м, 
его реберъ р, а, ги ихъ угловъ наклоненшя а, Ъ, сх | 

ЗАДАЧА 9. Найти _ деугранные узлы; т. е. узлы наклоненя плоскостей ‘при 
ребратё тетраедра, зексаедра и додекаедра. ОХ! 

Ришене. Если ‘при центр шара представимъ себЪ.трегравный' уголь й 
грани его продолжимъ до пересЪчен!я съ шаровою поверхностно; ‘го’ составит- 
ся ст. ‚триугольникъ, котораго стороны будуть соотвЪствовать паоскимъ' уг- 
ламъ треграннаго угла, и ‘углы сфер. триугольника' будуть равны ‘углам’ нак- 
лонен!я плоскостей при ребрахъ треграннаго; Поэтому каждый изъ сай угловъ 


правильнаго многогранника можеть быть те по и" р 
чи ‘Сов `6'— ‘Сова бов Бо а 
Эт аб не ” 


гдВ а, Ь, с суть стороны; А, В; Сиуглы сх. триугольника. Но какъ въ прав. 
многогранник$ всЪ плобке, двугранные и многогранные, углы, равны, то: 


5 з (1 — Сов 8) о оо 
Сов С = (ов В — (ов А = ео А # у Я 
бт За 80-2 `щЕ ‘62 ва — '0094 


хе: По 


с ЕН бе бов ‹_ Сова 
ЗЧ бо ат 4 бовь обоя а 
Но какъ - В а = 60° : 
ъ въ тетраедр во сое Соз 60° _ + 1 


« гексаедр а = 902 [1 2 бов? 30 Тута, 
« додекаедр® а — 108° ("= 
12 Сов С —= 8,522879. 
С = 7023143,6". 
т о 
Дия гексаедра С = 90°; дая додекаедра-Соз_С = Е в 
откуда С = 116° 33' 54". | 
Приводя вычислен!е многогранныхъ угловъ октаедра и икосаедра къ тре- 
граввымъ угламъ, и вычисляя послёдв!е, получимъ: 
уголъ наклонев!я плоскостей въ октаедр® = 109° 28’ 16, 4"; 
к -ф-—- - — въ икосаедр = 13814! 92, 86". 
° Прими. Понятно, что помощю сферической тригонометрия можно пройз- 


1 у 


водить вычислеше плоскихъ и двугранныхь угловъ даннаго треграннаго иди 
многограннаго угла. 
< ‚ ЗАДАЧА 3. Найти поверхность сферическало квадратназо зрадуса, т. ве. та- 
кого сфер. четыреулольника, У котораго каждая из5 сторонз равна 1°. 

Рьшенше. Положивъ пов. шара = Р, при центр О этого четыреугольника 
получимъ четыре триугольвика, которые равны А АОВ (черт. 95); притомъ, 
проведя дугу 6. кр. ОФ 1. АВ, получимъ (\ 409 = /\ 908, саЪдовательно 
во = 30', АОВ = 90°, 908 = 45°, ОФВ = 90°; по этимъ даннымъ требуется 
найти уг. ОВО. . ; ) - 

Изъ триугольника ОФВ имЪемь Соз 90В = Эш 0В9. Соз ВФ; 

Сов 908 __ бов 45° 


слфд. Эт 086 = Соя Ва ов 309 > откуда 
0в9 = &В = 45° 0! 8", В, = 90° 0/16." 
$ 18° @-9. Ч, 6 о 
и 720° -Р= 252750. 50—20 50 ": 
<) сабдбвак въ шаровой поверхности содержатся 40 506 схер. квадратныхь 


градусовъ. 

ЗАДАЧА 4. Привести узолё кб зоризонтальной плоскости. 

Рьшене.` Пусть ОР, ОЕ (черт. 26) обозвачаютъ стороны даннаго угла роЕ, 
лежащаго, въ. плоскости ваклонной къ горизонту. Изъ вершины О даннаго угла» 
а, также’ изъ какихъ вибудь точекь Ги Е, находящихся на его сторонахъ, 
проведемъ 00', РО’ и ЕЕ’ перпендикулярно къ горизонтальной плоскости 
ММ;  провеля О’О’ и. Е'О', получимъ /. 'О’Е', который есть проекщя угла 
РОЕ на горизонтальную плоскость. Этотъ-то уголъ, называемый приведен- 
вымъ. къ. горизонту, и требуется опредЪлить помощйо угловъ РОЕ, РОО’, 
ЕОО', предварительно измфренныхт. 

‚Представимъ себЪ, зто изъ точки 0, какъ центра, произвольнымъ рад!усомъ 
описана шаровая поверхность, часть которой, триугольникъ ВСА, будетъ 
имЪть данвыми три’ сторовы АВ, ВС, АС, изъ которыхъ каждая сзужитъ 
‘м$рою извЪетному углу ей соотвфтствующему. 

Искомый уголъ А въ этомъ триугольник® найдется помопию Формулы 


Сов + А=У Бар Ба ф- а) ы ы. 
з о За Ъ Ба © 


ЧистЕВНЫЙ примъруъ. Пусть даны: РОЕ = 3791940" =а; 
ЕО0! = 67° 24" 25" = Ъ; 
р00'! = 53° 42' 35" = с. 


`В — 


Вычислене уела ооо лимон. Я 
12 бш р = 9, 992211 | Ты 
Получимъ: 12) Зш (р— а) = 9, 824621 


я 


а 9158 26/407, ^^’ 5 Ь = 0, 0346700 © — Фото 
Св. р 18" Зше =0, 09369 1 < —° 
р — а = 8340". 19, 94918 00 


1е Сов $ А -= 9,972609 
ЗА = 20> 8'. 10" сумму 
А = 40° 16'. 20". [280 

Итакъ уголъ 37°..19’ 40и, измЪренный въ плоскости накаонной къ горизонту, 
приводится къ 40° 16’ 20", когда онъ проектированъ на пс ыы 
кость, {@ | 

Примьч. Задачаэта весьма часто употребляется ири саж. плановъ, ода 
опредфленныя ‘точки находятся на различныхъ высотахъ въ отношени къ 
плоскости торизонтальной. 

ЗАДАЧА 5. По данныме широтам и доллотаиз ‘двух5итеть Аз'Ву назодя- 
щихся на поверхностие земназо, шара, найти кратчайшее разстояще между‹ати» 
ми точками по дуть большаго круга, принимая земную поверхноств за шаровую. 

Рьш. Пусть СА: и, РВ `изображаютъ широты двухъ ‘мЪств АийВ (зерт.127); 
дуги эти, будучи продолжены, пройдутъ черезъ полюсъ!Р; Такимъ ‘образом 
составитсл сфер. триугольникъ РАВ, въ которомъ стороны РА и РВ будутъ 
дополнен!я давныхъ сторонъ. Угоаъ. ОРС, содержимый этими ‘сторонами; ей 
етъ мфрою по экватору дугу СО, тге, разность долготъа о грол о! [97 } 

Третья сторона: АВ. есть. искомое ‚разстояше: и вычислеше:ея проповодитол 
по.3-му случаю! рш. сх. триугольниковъ, 

Лентеригъ (№ез\\ 6:16), прохессоръ шжкольсвъ Моннелье, реале води 
кратчайшее разстояне по дуг$ 6. круга между Марселемъ и С. Петербургомъ, 
если известно, что широта Марселя 43° 47'. 49", долгота’ отъ`Парижск. обсер- 
ваторш. 3° 2’; широта-Петерб. 59° 56! 23, (#), а долгота. его! 27°..58'.39 у лобЪ 
широты сфверныя и `0бЪ долготы восточныя 'отЪъ.парижекаго мерид!ана. из 

Обозначивъ черезъ С уголь АРВ, черезъ а, Ь. сторонысего содержация, а 
черезъ ‚©. искомую. сторону. АВ, получимъ; что вычислене; ея можеть > 
произведено различными. способами; мы вычислимъ: Нин 

1. Помощию главной Формулы 196 лижЯ 

}. Соз'6 — (08 а. Сов. Ъ -- Бла а: бк Ь. Сов.б идя тп ОН 
, Сов. ==.б08 Ъ.(Сов.а |. Би а. Те Ъ. Сов С); геи МТО 108 20 ат 


разлагая её на двЪ логариемическая, поередстяриь вводнаго, риа. А 9 
2. Цо аналоямъ Непера у У аа 
Сов + (&а—Ъ) и наконець по 
ТЕЗ (АВ) = 60 + ЕТК в” + м 
в @&—Ъ) Эт С: Ба В = ба е: ба Ь. 


ТЕ (А-В) = Со биз е@ть , 


(*) Лентеригъ взяль широту Петербурга изъ №есопв 4е Майе. раг Ошаече, 
гд она была показана ошибочно. Предлагаемъ учащимся по предложенному образ- 
цу перерфшить эту задачу, принимая широту Петербурга 59° 56’ 31" (см. море- 
ходныя таблицы, изданныя Морскимъ кадетскимъ корпусомъ. С. п. 6, 1860). 


с 


Риш. {. Отыскане ами ул $. Рьш. 9. По аналог. Непера. 


15 ТЕ Ъ = 9, 762494 |! Вычислене & (А-В). 
1 Сов С — 9, 957488 168.0 :} 98 (0% & С = 10, М . 
12 Те ф = 9, 7199763120 0 — чи в Сов $ (а-25) = `9;1995 
ф= 27° 44! 9260. и 18! Сов & (а-Ъ) =100,'1105744 
а — Ф= 19° о’ 49". о 01 1с Те + СА-ЧВ) =940;}5756489 
в: — 1 | + (А-В) = 80° 3' 43". 
Вычиелен. стор: с- 05 / Вычисл. + (А — В). 
8 бов Ъ = 9, 937267 © 15 Сов + С = 10,655292 
15Сов(а==Ф) = 9, 975635: и: сила ет9а (а) = 19460545 
3 бов: фо 0, 0528220 чото о Побвиь © Са4-ь) Е 0,206984 : 
15 Сов с — 9, 965723 12 тва (А—В) = 10,022818 
ВЕтОЯ „га бои Ми пот затой (АВ) 7469 305462 
тя ытошон р | МКТ | А = 1960 33'-59и 
Воиз8онван Эли 1 
к Шредварит.^ вычисаен:‘ для рфш.‘но|  `Вычиелен: еторие: о 1! 
аназог. о. | 18 БниЪ == 93699760 
бо 49 281-45 оцимлс конмяф ци 0849 р63==19;624999: и» 
3 а +05 38° 22.54" и сте ато стос ав 8ниВ 25 0;257453-% 
44а Ъ) == И ЧЭ“И Я игон тол Но чае Бшовскск 05899 е О. 
Г т у ан у У АС: - не : 99° 97! 5 Ти: 


оон ‚дуга, идее кратчайнее . разотожние тъ ии ‘до 
с. Петерб. заключаеть ‘въ себЪ' 22° 97! 57" 

‚Для череложентятэтой дуги! въ линейныя мВрь поступаютъ ен. ‘образомъ 
явыйетаб что 1° большаго кр. земн. шара ео въ се6% нок в. у помо- 
ра ам ‹тройнаго.‘правиза“найдемь ^ . | . } 

оотжЕ 104,3 ву т=’229Т ЭТ! БТИ: 41°) ‘откуда 818 1 
90 сизая =и336, 98: гм: ила почти, 337 г. м. ны . 

Прибавление Какъ велика 'будетъ поправка, если пройзведемь это: ‘вычи< 
слен!е. снова, принимая лиироту' ее" въ 59° ие 7 

‚ ‚ЗААДЕАЧ ИСД КЯЗУЗЕРАК НЕ Н ТЯ 

4742 Сыскать кратнайнгее'разстоян:е ‘между‘ с. Аня и Моро ебли 
широта перваго 59° 56' 31". ‘широт. М./55°:45" и ее и г 13, 15"; 

Рьш, 591, 612 верст. 

2. Шир. Петербурга *59°.56' 34; шир. Оба 5 э1, И разность дол. 
готъ 10° 30' 27"; найти кратчайшее . `разстояне между и городами, считая 
по дуг бояъш: ‘кр.оземнато чара.) 

Рьшене, х = 19 3'7" = 105 4 г. м, 

и 4 ВоЯБя Н ей 


у 


ПИАВВИИ. 


ТЕОРЕМА, Окружность малаго круз равна. произведен ю изб окружности 
большаю круга’ на синус5 ‚ разстояня ` малаго круа отб. 610 полюса, или на 
косинус5. разстоящя малало Круза отё большало, ему параллельнало Же 

Доказательство. 'Ироведя ось РР’'(черт. 1) и прямыя ‘бе: и бы, 
т. е. ражусъ шара, и, радусъ .малаго, круга, и замЪзая, что 2. 

Д ЕОР! = ЕР’ и Д ОЕб = Д ЕОВ = > ВЕ, получимт, что 
ЕС т : : 


ы ь и 260) 
м Ме ы ар ; . 
| ТО Е = бм ЕР Сов ВЕ т { 
Изъ. геометр1и же извЪстно, ‘что ИСИ Ва 080) 
окружн. ЕЁ _ т О. 
‚ окружн, АВ _— —& } В ор. АВ р а Я бов В 


откуда окр. ЕЕ = окр. "АВ. Эш ЕР/, ых 
< | = ‘окр. АВ: Соз ВЕ, рав а чинов вто. гамевто$ 
тд ВЕ = Т, веть географическая широта м%®ста. “' Г.А 67 . . 
Примтч. {. Отсюда нетрудно вывести, что величина однозо’ ‘радуса парал- 


лели равнлется произведещю радуса, экватора на косинус фороричесной ши- 
роты мтьста, 


т. е. 1° параллели = 15 г. мил. Х. Сов 1, 
ЗАДАЧА. Шоложив5 что 1 и! 1 суть широты ` двух парпллелей земноо шара, 
вычислить поверхность пояса Р, содержимаю между ними. ь 
` Рене. ви землю”за шаръ,‘получимь ое 
„В. =. 4 т В", 5, $. — №). бов (Иа-Н 1). 
(См. матем. ‚ тебтр. а 1858 г. гл. |: $20). 


т 


ЗАДАЧА ЛЕЖАВДРА.. `Ришене оферичесва. "приупольника, которало ых стороны 
весьма малы’ 85 сравнёни с5 радбусомь шара (=). ый и. 


1. Пусть дань сферический триугольникъ АВС, ди величина сто- 
ронъ котораго равна а, Ъ, с; черезъ А, В, С соотвЪфтственно обозначимъ, углы, 
противолежанце даннымъ сторонамъ, а черезъ г — рад1усъ шара. = 
° Ееди возьмемъ схерическй Триугольникт, подобный данному», и начерчен- 
ный на поверхности шара, ВОтоваЕО рамусъ а 1, то. р Этого пос- 


‚ (С) Разетояще малаго круга отъ ь большага, ему параллельнаго, изиврлетсл час- 
тн '1; иериданальной дуги, "еодержимой между ‘этими кругами: ” 

6*) Задача эта, имъющая обширныя примвненя въ геодезш, была предложена 
„Чежандром5, и потому названа его именемъ’ (Герепаге, Мёш. 4е Рав 1787, 
р. 338 и Ти вопотш. Аррепа. У). Гауес5 обобщилъ и упростилъ ея рёшен!е и доказа- 
тельство (ба5в, 4184. вепег. ейтса| зпрейс1ез сигуаз. Сошш. 6658 УТ, 1823). 
Предлагаемъ также прочесть по этому предмету роль Чазрапжа авто, 
}. Че. Тес, роз Сав, бур, 293). ‚ 


у ОН .“ . ) 3з айт 
й у | 


ЗВ: А 
а Ь с 
аЪВдняго триугольника выразятся черезъ ы атоме» а потому получимъ 


Сов $= 6. Сов я № р ке . Сов А, 


Сов чая Соз е Сов а 
г ® 


откуда Соз А = г 
о - т —. в р, 
х т 
ты "Раздожавъ синусы Г косинусы, въ ряды (Прямо. ‚триг. прив. а. АЕ 
получимъ, что, такъ какъ рад1усъ весьма великъ, въ сравневи со, «РороМЯ, 
а, Ъ, с, ТО. откидывал, чдевы, въ которые входятъ степени. 


выспия м › съ достаточною ‘степенью прибяиженя нолучимъ 


а ко зу 
ан РД о, о 
Ъ Ъ* Ъ* Ъ Ъ Ъ_ , 
С — = —_— —_—_—_—... они чьи Ы.. 
м : От Нади } ых т сх т. С 
6..8 200% Ч%и м с: и 
и во руны гу В тон : .... 


Вставивъ эти величины въ выражения Сов А, произведя вычислен!я, и при 
этомъ пренебрегая тЪми членами, въ `которые. войдутъ степени высш Я про- 


1 
тивъ те ›Подучимъ, 


и м Ме ба с 
2? И а 
ВНЕ Е О. ая ЦО 
= ИЕ ) 
а общаго ней т*, а также умножая оба чдена этой дроби 
с з 
на а У Я) гдЪ ‘можно ‘пропэводя упрощён:я, подучимъ | 
Ъз $ — а? й * ЗЕ 2 р я са 9 сз ис 
ОА. + с а Не Чы--е 2 а* Ъ*—2 ас а 


эре 24 р сг* ` 
3. Въ уравненш этомъ, положивъ г = со, получимъ, что схерическ!й триу- 
тольникъ обратится въ прямолинейный, котораго. стороны останутся тЪже т. е. 
а, В. с, углы же ‘А’, В’; С’ прамолинейнаго триугольника будуть. разиствовать 
отъ угловъ А, В, С иЪкоторою величиною, и Из а (1) той. 
пав '5 @08 Аб = нь у 
ес. 
выражене, которое намъ извфетно, уже. ИЗ прямодинейной тригонометрии 
($ 12, теор. .6). Отсюда не трудно получить, что, итЧзаот вн бзан 


> рз 2а? с? о а И 1 
Эша А’ = и те т з 


С про, ‚со `можетъ.. быт  продотеолово въ ‘од саддующей 
ды т 1 - 6Р5А86 С°) 


рт да. с АЯ 40 ЯЯЯйе ть тон к зиосби сс, 
о бы -- | 


неся 149 иЭ апт к 6 . Я ест г па 2 
ео ии Сы зд = ©58 "А — А ез, В И АОИ 


тоэРОЧП ЭЖЯ@Т . зтАххэИ 


гАЪ в = в Эш А’, т. е. равно площади Нрброаиьии триугодьника. | 


ВА. 


Изъ Формулы (2) видно, что уголь А боле А’, но чго разность должна 
быть весьма незначительна, потому что пося$дейЙ членъ этого уравнен{я имЪ- 
етъ въ знаменателВ г?. 

Чтобы точнфе обозначить зту' разность, нодожимъ, что 

А = А' + х, откуда Соз А = (оз А'. (оз х — ба х. Вш А’. 

Если, при разложени Эш х и С03.х въ радъ, откинемъ членъ х*, то полу- 
чамъ Соз х = 1, б х = х, сафдовательно 

Соз А = Соз А’ — х. АКА О 
у 9% $ 
Сравни между бою уравнен!я (2) и (3), получимь х=- 


гдЪ в есть площадь прямолинейнаго триугольника; притомъ пренебреженное 


| 1 
нами количество х* имфетъ стенень-меньшую!' противъ 4 


. е . В 18 ИК 
Довольствуясь этимъ приближешемъ, найдемь А = А’ -- = ›‚ такимъ же 
| к } ь ‹ ‚ Зг% Е {< 


образомъ и для другихъ угловъ В = В' | т . " 
8 
— 1 
а Зе ° 


4. Сложивъ эти три уравнен!я, получимъ 


АВС 4804", 


т. е. что количеетво равно сферическому избыииу в, который; какъ из- 


вЪсгно (сх. тр. $ 1, теор. 8), выражаетъ площадь сфФерическаго триугозьни- 
ка; слфдовательно, вместо предыдущихъ уравневй получимъь _ . 


Е 
А=А+-, 
Е 

=. / 
ВЕ. 
с=0 +=. 


Отсюда находимъ, что: если 65 ый триуюольникть АВС стороны 
весьма малы в5 сравнеи сё радёусом5 шара, то построив прямолинейный 
триугольникё, ‘имъюшёй стороны одинаковой длины со сторонами триузоль- 
ника сферическало, получим5, что площади этих двут5 триуольников5 6удутё 
взаимно равны; углы же триузольника сферическало будуть равны ‚соотвтьтет- 
венно улам5 триугольника примолинейноло вмтьстиь с5 одною третью сферичес- 


кало избытка: & 


ФОРМУЛЫ =. 
СФЕРИЧЕСКОЙ ТРИГОНОМЕТРИЙ. 


1. Аля рошеня `прямотюльныхе сферическихг приуюольниковз 
Г. к А 


1) Соза = (оз Ь. Созво4) Со а — Со В. Со С,| Изъ мнемо- 
2) Зшс = 51 а. Зш С, 5) бпе — ТапоЪ. Со С, ›ническихъ пра- 
3) а С = (05 с. 5 В, 6) (08 С = Со а. ТапеЪ. .“ Непёра. 


2. о обеня косвенноугольныхе сферическихг триузольни- 
#0865. 


1) За: За: бе = 9 АД: $ В: $ С. . 
‚ 2) (0 @ = СозЪ. Созс --- Эа Ь. Эш с. СозА. 


Со Ь 
те да (< —$), Таае Ф —= Тапа Ъ. Соз А 


3) Со А =—"Соз В. "605 С-З В. Эш 6. Созга. 
-4) Сош А. За С = (Со а. $ № — ©0$ Б. Соз С. 


т (СФ) = Сош а. Тапо Ъ. 51$, Св ® = ть 


а Эш (р—Ъ). Зш (р—с) _ Эшр. Эш (р—а). 
ИИ Тс ТЕТ 
Зи (р. — №). Энь (р — ©) 59 
"Тор ЗА — 5 Е Буа ду гдЪ а 
— (55 Р. (оз (РА). 
6. Талр* В Св (РВ) Св (Р—С): (Р—В)-.боз (Р-—б) тдё РЕ (АВЕО). 
7) ба 1 (а-ЕЬ) : 5 & &—Ь) = Со & С: Таве $ (АВ), 
Соз4 (а-Р Ъ) : (0$ 4 (& —Ь) = (0% & С: Тапв $ (А-В), 
Зш 4 (А-В): 5 + (АВ) = Тапё $ с: Тапа $ (а — 5), 
оз $ (А-ЕВ) : (08 $ (А—В) = Тавв $ с: Тавё$ (а -- Ь). 
3. Площадь сферическаю триуольника. 
А-В-СЫ—180° 
роАве = р ^^ 


Анал. Нен. 


‚ гдз Р.-—= поверхн. шара. 


ЗАМЪЬЧЕННЫЯ ПОГРЬШНОСТИ. 


Въ прямолинейной тригонометрии. 


[рав Строки. Вавезаниь: Должно читать: 
— . | 
у & 


3 ‚2 снизу чиело о градусбвъ минутъ число ‘град. мин. и ‘бек., 

м секундъ умножить на/по о ихь въ тра: 
10° Е 

:й ПЧ О [оо ршощиьжелу 
в: ``|АЗениз.|2) а=Ъ и З)а Ь, ‘12а ии 
"16 19 снизу |Созес В (при рад. &)? ''`’,бозев’ В: (пря рад: 5). 

307 т 2 а 5$ 4 ие |253 (0==9) 1 и 
Е & -96т90Э пфол 
Въ «ворочесня и са 


. р [8)9щСА-НВ: зы Сан ав) ‚За А-В) 
ад ойвБу т: ру к хат «Я 
тие ] д. м 


ОЧ бОНИБТЬРЭЙТО 


онл РН ВЕНАВОНОО ИанаклрьАйЙ 
оп чичатиконознат полоарнаачео п нтатни 
ул, -.Ё 46100 вофиея озвяэо ватоаввивн оиНэр оп 


55 аичноэая ..я 06 онаЙ «азот 


 ОБЪЯВЛЕШЕ, 


„.В5. книжныхь магазинах Я. А. Исакова (85 ож 
помв „дворь). м А. 0. ‚ Базунова, (Ч Казанскаго. моста) про- 
даются учебных руководства Морскаго' падетскаго корпуса: 

НАЧАЛЬНАЯ АЛГЕБРА, ПО поручению начальства 
Морекаго(корпуса составиль 1. Сомовъ. Спб. Ц. 1 р. 25 к.. 

Нлдялльныя. основлнкя, ПРЯМОЛИНЕЙНОЙ 
ТРИГО! НО МЕТРЕИ, ПО поручению начальства, Морскаго 
корпуса состав. А. ВНЕ а ыы тек. взсовыхъ 


за 1х. 
Оба эти. руководства. совфтомъ при попечитель Сиб, ие округа 
рекомендованы для употребленя въ гимназяхъ; — 


Въ тЬхъ же магазинахъ поступило въ продажу вновь 
отпечатанное руководство: 

НАЧАЛЬНЫЯ ОСНОВАН!Я СФЕРИЧЕСКОЙ ГЕО- 
МЕТР1И И СФЕРИЧЕСКОЙ ТРИГОНОМЕТР!И, по 
поручению начальства Морскаго корпуса состав. А. Дми- 
тревъ. Цфна 50 к., вЪсовыхъ за 1 +. 


х г 7. 
(4 геоние че” сур. трее Я. 71а 1. 
- — 


т 
9 


^\ винмате ки 
`Аъ кРОНыхА: га 


Черт 6. 
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Е | Лит. Прохорова. 
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